
ÓÄÊ 517.925.44ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÀß ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ�ÅØÅÍÈÉ ÎÄÍÎ�Î ÊËÀÑÑÀÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉÂÒÎ�Î�Î ÏÎ�ßÄÊÀ Ñ ÏÀ�ÀÌÅÒ�ÀÌÈ�.Â. Äåìèäåíêî, Ê.Ì. Äóëèíà, È.È. Ìàòâååâà�àññìàòðèâàåòñÿ íåêîòîðûé êëàññ íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïàðàìåòðàìè. Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ òàêîãî òèïàâîçíèêàþò ïðè èçó÷åíèè êîëåáàíèé ≪ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà≫, òî÷êà ïîäâåñà êîòîðî-ãî ñîâåðøàåò ïðîèçâîëüíûå ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ. Óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòî-ðûõ íóëåâîå ðåøåíèå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Óêàçàíû îöåíêè îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿíóëåâîãî ðåøåíèÿ è ïîëó÷åíû îöåíêè ñêîðîñòè óáûâàíèÿ ðåøåíèé íà áåñêîíå÷íîñòè.Ïðè ïîëó÷åíèè ðåçóëüòàòîâ èñïîëüçóåòñÿ êðèòåðèé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íó-ëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïå-ðèîäè÷åñêèìè êîý��èöèåíòàìè. Êðèòåðèé �îðìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ ðàçðåøèìîñòèñïåöèàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è íà îòðåçêå äëÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà.Îöåíêè îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ íóëåâîãî ðåøåíèÿ è îöåíêè ñêîðîñòè óáûâàíèÿ ðåøåíèéíà áåñêîíå÷íîñòè óêàçûâàþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì íîðìû ðåøåíèÿ ýòîé êðàåâîé çàäà÷è.Êëþ÷åâûå ñëîâà: äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, ïåðèîäè÷åñêèåêîý��èöèåíòû, àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü, äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Ëÿ-ïóíîâà.ÂâåäåíèåÍàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèÿ àâòîðîâ [1�4℄ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâî-ñòè ðåøåíèé îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîý��èöèåí-òàìè. Â ðàáîòå [1℄ ðàññìàòðèâàëèñü ëèíåéíûå ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
dx

dt
= A(t)x, t > 0, (1)ãäå A(t) � ìàòðèöà ðàçìåðà n×n ñ íåïðåðûâíûìè T -ïåðèîäè÷åñêèìè ýëåìåíòàìè. Â òåðìè-íàõ ðàçðåøèìîñòè ñïåöèàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ äè��åðåíöèàëüíîãî ìàòðè÷íîãî óðàâ-íåíèÿ Ëÿïóíîâà

d

dt
H +HA(t) +A∗(t)H = −C(t) (2)áûë óñòàíîâëåí êðèòåðèé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1).Òåîðåìà 1. Íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ýðìèòîâî ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è

d

dt
H +HA(t) +A∗(t)H = −C(t), 0 ≤ t ≤ T,

H(0) = H(T ) > 0,
(3)ãäå C(t) � ýðìèòîâà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà ñ íåïðåðûâíûìè ýëåìåíòàìèíà [0, T ].Ñåðèÿ ≪Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è ïðîãðàììèðîâàíèå≫, âûï. 14 39



Îòìåòèì, ÷òî äè��åðåíöèàëüíûå ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿ âèäà (2) ðàññìàòðèâàëèñü âîìíîãèõ ðàáîòàõ ïðè èññëåäîâàíèè êà÷åñòâåííîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè (ñì., íàïðèìåð, [5�10℄).Çàìå÷àíèå 1. Åñëè A(t) ≡ A è C(t) ≡ C ïîñòîÿííûå ìàòðèöû, òî êðàåâàÿ çàäà÷à (3)ýêâèâàëåíòíà ìàòðè÷íîìó óðàâíåíèþ Ëÿïóíîâà
HA+A∗H = −C, C = C∗ > 0,ò. å. òåîðåìà 1 ñîâïàäàåò ñ êðèòåðèåì Ëÿïóíîâà.Èñïîëüçóÿ ðåøåíèå H(t) êðàåâîé çàäà÷è (3), ìîæíî óêàçàòü ðàäèóñ êðóãà, ñîäåðæàùåãîìóëüòèïëèêàòîðû ñèñòåìû (1), è ïîëó÷èòü îöåíêè, õàðàêòåðèçóþùèå ñêîðîñòü óáûâàíèÿðåøåíèé ñèñòåìû (1) íà áåñêîíå÷íîñòè [1℄.Òåîðåìà 2. Åñëè íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, òî äëÿ ååðåøåíèé èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà

‖x(t)‖2 ≤
‖H(0)‖

h1(t)
‖x(0)‖2 exp


−

t∫

0

c1(s)

‖H(s)‖
ds


 , t > 0, (4)ãäå H(t) � T -ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (3) íà ïîëóîñü {t ≥ 0},

h1(t) > 0 � ìèíèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû H(t), c1(t) > 0 � ìèíèìàëüíîåñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû C(t).Âñþäó ìû èñïîëüçóåì ñïåêòðàëüíóþ ìàòðè÷íóþ íîðìó.Çàìå÷àíèå 2. Åñëè A(t) ≡ A ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà è C(t) = I, òî îöåíêà (4) ñîâïàäàåò ñîöåíêîé Êðåéíà (ñì., íàïðèìåð, [6℄).Çàìå÷àíèå 3. Òåîðåìû 1 è 2 ïîçâîëÿþò ïðîâîäèòü èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷è-âîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1), íå ïåðåõîäÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿìàòðèöû ìîíîäðîìèè, ò. å. áåç íàõîæäåíèÿ ìóëüòèïëèêàòîðîâ.Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïåðå÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ â ðàáîòàõ [2, 3℄ èññëåäîâàëàñü àñèìïòî-òè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì
dx

dt
= A(t)x+ f(t, x), t > 0, (5)ãäå A(t) � ìàòðèöà ðàçìåðà n×n ñ íåïðåðûâíûìè T -ïåðèîäè÷åñêèìè ýëåìåíòàìè, f(t, x) �âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ãëàäêàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ, f(t, 0) = 0. Â òåðìèíàõ ðåøåíèÿ H(t) êðàå-âîé çàäà÷è (3) áûëè ïîëó÷åíû îöåíêè îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ íóëåâîãî ðåøåíèÿ è óñòàíîâëåíûîöåíêè ýêñïîíåíöèàëüíîãî óáûâàíèÿ ðåøåíèé ñèñòåìû (5) ïðè t→ ∞. Ïðèâåäåì �îðìóëè-ðîâêó ðåçóëüòàòà èç ðàáîòû [3℄.Òåîðåìà 3. Ïóñòü íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, è âåêòîð-�óíêöèÿ f(t, x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

Re 〈H(t)f(t, x), x〉 ≤ q〈H(t)x, x〉1+γ , t > 0, x ∈ C
n, q ≥ 0, γ > 0. (6)Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (5) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, è îáëàñòü

E = {x ∈ C
n : 〈H(0)x, x〉γ < r},40 Âåñòíèê ÞÓð�Ó, �40 (299), 2012
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,ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ ïðèòÿæåíèÿ íóëåâîãî ðåøåíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (5) ñ íà÷àëü-íûìè äàííûìè x(0) ∈ E èìååò ìåñòî îöåíêà
‖x(t)‖2 ≤

‖H(0)‖

h1(t)
‖x(0)‖2 exp


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, t > 0.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñëåäóþùåãî âèäà
y′′ + αµy′ + (βµ2 + µϕ(t))ψ(y) = 0, t > 0, (7)ãäå α > 0, β < 0, µ > 0 � ïàðàìåòðû, ϕ(t) � íåïðåðûâíàÿ T -ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ òàêàÿ,÷òî

T∫

0

ϕ(s) ds = 0, (8)

ψ(y) � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ãëàäêàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ, ψ(0) = 0.Öåëü ðàáîòû � ïîëó÷èòü óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿóðàâíåíèÿ (7), óñòàíîâèòü îöåíêè îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ íóëåâîãî ðåøåíèÿ è óêàçàòü îöåíêèñêîðîñòè óáûâàíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (7) ïðè t→ ∞.1. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòûÂíà÷àëå ðàññìîòðèì ëèíåéíîå óðàâíåíèå
y′′ + αµy′ + (βµ2 + µϕ(t))y = 0, t > 0, (9)ãäå µ > 0, �óíêöèÿ ϕ(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (8). Î÷åâèäíî, ÷òî â ñëó÷àå β < 0 è ϕ(t) ≡ 0íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9) ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì. Íèæå ìû äîêàæåì, ÷òî ïðè íàëè-÷èè ïåðèîäè÷åñêîé �óíêöèè ϕ(t) è îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íà ïàðàìåòðû α, β, µ íóëåâîåðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9) áóäåò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.Ïðè ïðîâåäåíèè ðàññóæäåíèé ìû áóäåì ñóùåñòâåííî îïèðàòüñÿ íà ðåçóëüòàòû èç ðà-áîò [1�3℄. Â ÷àñòíîñòè, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü óòâåðæäåíèÿ îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷è-âîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñëåäóþùåãî âèäà
dx

dt
= µ(A1 +A2(t))x+ νg(t, x), t > 0, (10)ãäå A1 � ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n×n, ñïåêòð êîòîðîé ïðèíàäëåæèò ëåâîé ïîëóïëîñêî-ñòè {λ ∈ C : Reλ < 0}, A2(t) � ìàòðèöà ðàçìåðà n× n ñ íåïðåðûâíûìè T -ïåðèîäè÷åñêèìèýëåìåíòàìè òàêàÿ, ÷òî T∫

0

A2(t) dt = 0, µ, ν � ïàðàìåòðû, g(t, x) � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿãëàäêàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî g(t+ T, x) ≡ g(t, x) è
‖g(t, x)‖ ≤ q‖x‖1+γ , γ ≥ 0, q = const.Ñåðèÿ ≪Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è ïðîãðàììèðîâàíèå≫, âûï. 14 41



Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, ðàçëè÷íûå äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî �àêòà â [1, 6, 10℄), ïðèäîñòàòî÷íî ìàëûõ µ íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû
dx

dt
= µ(A1 +A2(t))x, t > 0, (11)àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Îòìåòèì, ÷òî â [1℄ ýòîò ðåçóëüòàò áûë äîêàçàí ñ èñïîëüçîâàíèåìêðèòåðèÿ, ñ�îðìóëèðîâàííîãî â òåîðåìå 1. Â [2℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè íóëåâîå ðåøåíèåñèñòåìû (11) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, òî ïðè ìàëûõ ïàðàìåòðàõ µ è ν íóëåâîå ðåøå-íèå ñèñòåìû (10) áóäåò òàêæå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, ïðè ýòîì áûëè óêàçàíû äèàïà-çîíû èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ. Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùåå óòâåðæäåíèå â ñëó÷àå γ = 0. Äëÿýòîãî ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ. Ïîñêîëüêó ñïåêòð ìàòðèöû A1 ïðèíàäëåæèò ëåâîéïîëóïëîñêîñòè, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå H1 = H∗

1 > 0 ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿËÿïóíîâà
H1A1 +A∗

1H1 = −I. (12)Îáîçíà÷èì ÷åðåç hmin ìèíèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû H1.Òåîðåìà 4. Ïóñòü
β1 = max

t∈[0,T ]
‖H1
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0

A2(τ) dτ +

t∫
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‖

[
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t∫

0

A2(τ) dτ +
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0
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2(τ) dτ H1

]
[A1 +A2(t)]‖, µ2 =

1

2β2
.Åñëè ïàðàìåòðû µ, ν óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì

0 < µ < min {µ1, µ2} , 2µβ2 + 2|ν|q

(
‖H1‖

µ
+ β1

)
< 1,òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (10) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.Ïåðåéäåì ê èññëåäîâàíèþ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (9).Òåîðåìà 5. Åñëè α > 0 è

1
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
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2

dτ >


 1

T

T∫
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τϕ(τ)dτ




2

− β, (13)òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ µ > 0 íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9) àñèìïòîòè÷åñêèóñòîé÷èâî.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ìû áóäåì ñëåäîâàòü ñõåìå ðàññóæäåíèé èç ðàáîòû [3℄.Ââåäåì âåêòîð-�óíêöèþ
v(t) =

(
v1(t)
v2(t)

)
=

(
y(t)
y′(t)

)
.Â ñèëó óðàâíåíèÿ (9) èìååì ñèñòåìó ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dv

dt
= A(t)v, (14)42 Âåñòíèê ÞÓð�Ó, �40 (299), 2012



ãäå
A(t) =

(
0 1

−βµ2 − µϕ(t) −αµ

)
.Ñäåëàåì ñëåäóþùóþ çàìåíó

v1(t) = (1 + µa(t))u1(t), v2(t) = µb(t)u1(t) + µc(t)u2(t). (15)Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóþò T -ïåðèîäè÷åñêèå �óíêöèè a(t), b(t), c(t) òàêèå, ÷òî âåêòîð-�óíêöèÿ u(t) =

(
u1(t)
u2(t)

) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå
du

dt
= µU(t, µ)u. (16)Âíà÷àëå çàìåòèì, ÷òî â ñèëó çàìåíû (15) ñèñòåìà (14) ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå

du

dt
= Ũ(t, µ)u,ãäå ýëåìåíòû ìàòðèöû Ũ(t, µ) èìåþò âèä

ũ11(t, µ) =
µ(b(t) − a′(t))

1 + µa(t)
, ũ12(t, µ) =

µc(t)

1 + µa(t)
,

ũ21(t, µ) = −
µ

c(t)

(
β + αb(t) + µβa(t) + ϕ(t)a(t) +

b(t)(b(t) − a′(t))

1 + µa(t)

)
−
b′(t) + ϕ(t)

c(t)
,

ũ22(t, µ) = −µ

(
α+

b(t)

1 + µa(t)

)
−
c′(t)

c(t)
.Ïî àíàëîãèè ñ [3, � 3℄ âîçüìåì c(t) ≡ 1 è âûáåðåì �óíêöèè a(t), b(t) òàê, ÷òîáû

a′(t) − b(t) = 0, b′(t) + ϕ(t) = 0. (17)Òîãäà äåéñòâèòåëüíî ïîëó÷àåì ñèñòåìó (16), ãäå
U(t, µ) =




0
1

1 + µa(t)

−β − αb(t) − µβa(t) − ϕ(t)a(t) −α−
b(t)

1 + µa(t)


 .Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå

1

1 + µa(t)
= 1 − µa(t) +

µ2a2(t)

1 + µa(t)
,ïåðåïèøåì ìàòðèöó U(t, µ) â âèäå

U(t, µ) = U1 + U2(t, µ) + µ2U3(t, µ),ãäå
U1 =




0 1

−β − 1
T

T∫
0

ϕ(τ)a(τ)dτ −α


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U2(t, µ) =




0 −µa(t)

−αb(t) − µβa(t) − ϕ(t)a(t) + 1
T

T∫
0

ϕ(τ)a(τ)dτ (µa(t) − 1)b(t)


 ,

U3(t, µ) =




0
a2(t)

1 + µa(t)

0 −
a2(t)b(t)

1 + µa(t)


 .Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóþò �óíêöèè a(t) è b(t), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (17), òàêèå,÷òî ñïåêòð ìàòðèöû U1 ïðèíàäëåæèò ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè, ìàòðèöà U2(t, µ) ÿâëÿåòñÿ T -ïåðèîäè÷åñêîé è

T∫

0

U2(τ, µ) dτ = 0.Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà (16) áóäåò ïðèíàäëåæàòü êëàññó ñèñòåì âèäà (10), íóëåâîå ðåøåíèåêîòîðûõ, êàê îòìå÷àëîñü âûøå, àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïðè ìàëûõ µ.Óñëîâèÿ (17) ïîäñêàçûâàþò, ÷òî �óíêöèè a(t), b(t) ìîæíî èñêàòü â âèäå
b(t) = −

t∫

t1

ϕ(s) ds, (18)

a(t) = −

t∫

t2

s∫

t1

ϕ(ξ) dξ ds, (19)ïðè ýòîì ÷èñëà t1, t2 ∈ [0, T ] ñëåäóåò âûáèðàòü òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ðàâåíñòâà
T∫

0

a(τ) dτ = 0,

T∫

0

b(τ) dτ = 0.Âíà÷àëå ïîñòðîèì �óíêöèþ b(t). Çàìåòèì, ÷òî ïî òåîðåìå î ñðåäíåì ñóùåñòâóåò t1 ∈
[0, T ] òàêîå, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

T∫

0

τϕ(τ) dτ = T

T∫

t1

ϕ(τ) dτ. (20)Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
T∫

0

τϕ(τ) dτ =

T∫

0

T∫

τ

ϕ(s) ds dτ, T

T∫

t1

ϕ(s) ds =

T∫

0

T∫

t1

ϕ(s) ds dτ,(20) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
T∫

0

τ∫

t1

ϕ(s) ds dτ = 0. (21)44 Âåñòíèê ÞÓð�Ó, �40 (299), 2012



Âîçüìåì �óíêöèþ b(t) â âèäå (18) ñ óêàçàííûì ÷èñëîì t1. Â ñèëó óñëîâèÿ (8) �óíêöèÿ b(t)ÿâëÿåòñÿ T -ïåðèîäè÷åñêîé, ïðè ýòîì èç (21) èìååì
T∫

0

b(τ) dτ = 0.Ïîñòðîèì òåïåðü �óíêöèþ a(t). Âíà÷àëå ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò t2 ∈ [0, T ] òàêîå, ÷òîâûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå
1

2

T∫

0

τ2ϕ(τ) dτ + T

T∫

t2

s∫

t1

ϕ(τ) dτ ds =
T 2

2

T∫

t1

ϕ(τ) dτ. (22)Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäñòàâèì ïðàâóþ ÷àñòü â âèäå
T 2

2

T∫

t1

ϕ(τ) dτ =

T∫

0

s

T∫

s

ϕ(τ) dτ ds+

T∫

0

s

s∫

t1

ϕ(τ) dτ ds.Äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî, î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
T∫

0

s

T∫

s

ϕ(τ) dτ ds =
1

2

T∫

0

τ2ϕ(τ) dτ.Âòîðîå ñëàãàåìîå ïî òåîðåìå î ñðåäíåì ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
T∫

0

s

s∫

t1

ϕ(τ) dτ ds = T

T∫

t2

s∫

t1

ϕ(τ) dτ ds,ãäå t2 ∈ [0, T ]. Îòñþäà ïîëó÷àåì (22). Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî (22) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
T∫

0

τ∫

t2

s∫

t1

ϕ(ξ) dξ ds dτ = 0. (23)Äåéñòâèòåëüíî, èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, èìååì
T∫

0

τ∫

t2

s∫

t1

ϕ(ξ) dξ ds dτ = T

T∫

t2

s∫

t1

ϕ(τ) dτ ds−

T∫

0

s

s∫

t1

ϕ(τ) dτ ds =

= T

T∫

t2

s∫

t1

ϕ(τ) dτ ds−
T 2

2

T∫

t1

ϕ(τ) dτ +
1

2

T∫

0

τ2ϕ(τ) dτ.Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ñîîòíîøåíèå (22) ýêâèâàëåíòíî (23). Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèþ a(t)ìîæíî âçÿòü â âèäå (19) ñ óêàçàííûì ÷èñëîì t2.Ïîêàæåì, ÷òî �óíêöèÿ a(t) ÿâëÿåòñÿ T -ïåðèîäè÷åñêîé. Äåéñòâèòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþèìååì
d

dt
[a(t+ T ) − a(t)] ≡ b(t+ T ) − b(t) ≡ 0.Ñåðèÿ ≪Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è ïðîãðàììèðîâàíèå≫, âûï. 14 45



Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà �óíêöèè b(t), ïîëó÷àåì
a(T ) − a(0) =

T∫

0

b(s) ds = 0.Îòñþäà a(t+ T ) ≡ a(t).Èòàê, ìû óêàçàëè �óíêöèè a(t) è b(t), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (17), òàêèå, ÷òîìàòðèöà U2(t, µ) ÿâëÿåòñÿ T -ïåðèîäè÷åñêîé è
T∫

0

U2(τ, µ) dτ = 0.Ïî îïðåäåëåíèþ ñïåêòð ìàòðèöû U1 ïðèíàäëåæèò ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà α > 0 è
β +

1

T

T∫

0

ϕ(τ)a(τ)dτ > 0. (24)Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ (13). Äëÿ ýòîãî ñäåëàåì ðÿäïðåîáðàçîâàíèé. Ïðèìåíÿÿ äâàæäû �îðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì è ó÷èòûâàÿ óñëîâèå(8), ïîëó÷àåì
T∫

0

ϕ(τ)a(τ) dτ =

τ∫

0

ϕ(ξ) dξ a(τ)

∣∣∣∣∣

T

0

−

T∫

0

τ∫

0

ϕ(ξ) dξ a′(τ)dτ =

= −

τ∫

0

s∫

0

ϕ(ξ) dξ ds a′(τ)

∣∣∣∣∣

T

0

+

T∫

0

τ∫

0

s∫

0

ϕ(ξ) dξ ds a′′(τ) dτ =

= −

T∫

0

s∫

0

ϕ(ξ) dξ ds a′(T ) +

T∫

0

τ∫

0

s∫

0

ϕ(ξ) dξ ds a′′(τ) dτ.Â ñèëó (19) èìååì
T∫

0

ϕ(τ)a(τ) dτ =

T∫

0

s∫

0

ϕ(ξ) dξ ds

T∫

t1

ϕ(τ)dτ −

T∫

0

τ∫

0

s∫

0

ϕ(ξ) dξ ds ϕ(τ) dτ.Èñïîëüçóÿ (20), ïîëó÷àåì
T∫

0

ϕ(τ)a(τ) dτ =
1

T

T∫

0

s∫

0

ϕ(ξ) dξ ds

T∫

0

τϕ(τ) dτ −

T∫

0

τ∫

0

s∫

0

ϕ(ξ) dξ ds ϕ(τ) dτ =

=
1

T

T∫

0

(T − s)ϕ(s) ds

T∫

0

τϕ(τ) dτ−

−

τ∫

0

s∫

0

ϕ(ξ) dξ ds

τ∫

0

ϕ(η) dη

∣∣∣∣∣

T

0

+

T∫

0




τ∫

0

ϕ(ξ) dξ







τ∫

0

ϕ(η) dη


 dτ.46 Âåñòíèê ÞÓð�Ó, �40 (299), 2012



Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ óñëîâèå (8), èìååì
T∫

0

ϕ(τ)a(τ) dτ = −
1

T




T∫

0

τϕ(τ) dτ




2

+

T∫

0




τ∫

0

ϕ(ξ) dξ




2

dτ.Â ñèëó ýòîãî ðàâåíñòâà ïîëó÷àåì ýêâèâàëåíòíîñòü (24) è óñëîâèÿ (13).Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû, òî ñïåêòð ìàòðèöû U1 ïðèíàäëåæèòëåâîé ïîëóïëîñêîñòè. Òîãäà, êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ïðè ìàëûõ µ íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû(16) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Ñëåäîâàòåëüíî, àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî íóëåâîå ðåøåíèåñèñòåìû (14), ÷òî âëå÷åò àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (9).Òåîðåìà äîêàçàíà.Çàìå÷àíèå 4. Äèàïàçîí èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà µ, ïðè êîòîðîì ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü àñèìï-òîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (9), ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç òåîðå-ìû 4. Äåéñòâèòåëüíî, âîçüìåì â êà÷åñòâå A1, A2(t) ìàòðèöû U1, U2(t, µ) è ν = µ3. Ïóñòü
µ3 <

(
− min

t∈[0,T ]
a(t)

)
−1 � ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî

2µ3β2 + 2µ2
3 max

t∈[0,T ]
‖U3(t, µ3)‖

(
‖H1‖ + β1µ3

)
< 1.Òîãäà ïðè

0 < µ < min{µ1, µ2, µ3} (25)íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.Ïðèìåð 1. Ïóñòü
ϕ(t) =

l∑

k=1

ak cos(kt) +
m∑

j=1

bj sin(jt).Òîãäà óñëîâèå (13) èìååò âèä
β > −

1

2

l∑

k=1

(ak

k

)2
−

1

2

m∑

j=1

(
bj
j

)2

.Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî èñïîëüçóÿ òåîðåìû 1 è 2, ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêè ðåøåíèéóðàâíåíèÿ (9), õàðàêòåðèçóþùèå ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ïðè t → ∞. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿòåîðåìû 5, òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (14) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Òîãäà, â ñèëó òåîðå-ìû 1, êðàåâàÿ çàäà÷à (3) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå H(t) = H∗(t), ïðè ýòîì, êàê ïîêàçàíîâ [1℄, H(t) > 0, t ∈ [0, T ]. Ïîýòîìó, ñîãëàñíî òåîðåìå 2, äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ýêñïîíåíöè-àëüíîãî óáûâàíèÿ ðåøåíèé ñèñòåìû (14) äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (3)ïðè íåêîòîðîé ìàòðèöå C(t) = C∗(t) > 0. Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ìàòðèöó
H(t, µ) =

1

µ
H1 −H2(t, µ),ãäå H1 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà (12) ñ A1 = U1,

H2(t, µ) = H1

t∫

0

U2(τ, µ) dτ +

t∫

0

U∗

2 (τ, µ) dτH1.Ñåðèÿ ≪Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è ïðîãðàììèðîâàíèå≫, âûï. 14 47



Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è âèäà (3) äëÿ ñèñòåìû (16)
d

dt
H + µHU(t, µ) + µU∗(t, µ)H = −C(t, µ), 0 ≤ t ≤ T,

H(0, µ) = H(T, µ) > 0,ãäå
C(t, µ) = I + µH2(t, µ)U(t, µ) + µU∗(t, µ)H2(t, µ) − µ2H1U3(t, µ) − µ2U∗

3 (t, µ)H1.Çàìåòèì, ÷òî C(t, µ) = C∗(t, µ), ïðè÷åì â ñèëó óñëîâèÿ (25) íà ïàðàìåòð µ ýòà ìàòðèöàÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé. Ââåäåì ìàòðèöó
H(t, µ) = L∗(t, µ)H(t, µ)L(t, µ), (26)ãäå
L(t, µ) =




1

1 + µa(t)
0

−
b(t)

1 + µa(t)

1

µ


 .Èñïîëüçóÿ çàìåíó (15), íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (14) ìàòðèöà H(t, µ) ÿâëÿåòñÿðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (3)

d

dt
H +HA(t) +A∗(t)H = −C(t, µ), 0 ≤ t ≤ T,

H(0, µ) = H(T, µ) > 0,ãäå
C(t, µ) = L∗(t, µ)C(t, µ)L(t, µ). (27)Òîãäà, â ñèëó òåîðåìû 2, äëÿ ðåøåíèé ñèñòåìû (14) ñïðàâåäëèâà îöåíêà (4). Îòñþäà ïîëó-÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Òåîðåìà 6. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 5 è ïàðàìåòð µ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ(25). Òîãäà äëÿ ðåøåíèé y(t) óðàâíåíèÿ (9) èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà

‖y(t)‖2 + ‖y′(t)‖2 ≤
‖H(0, µ)‖

h1(t, µ)

(
‖y(0)‖2 + ‖y′(0)‖2

)
exp


−

t∫

0

c1(s, µ)

‖H(s, µ)‖
ds


 , t > 0,ãäå h1(t, µ) > 0 � ìèíèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû H(t, µ), îïðåäåëåííîé â(26), c1(t, µ) > 0 � ìèíèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû C(t, µ), îïðåäåëåííîé â(27).Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (7). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî �óíê-öèÿ ψ(y) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

|ψ(y) − ψ′(0)y| ≤ p|y|1+δ, p > 0, δ > 0, (28)ïðè÷åì ψ′(0) 6= 0. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (7) ñëåäóþùèì îáðàçîì
y′′ + αµy′ + (βµ2 + µϕ(t))ψ′(0)y + (βµ2 + µϕ(t))(ψ(y) − ψ′(0)y) = 0. (29)�àññìîòðèì ëèíåéíîå óðàâíåíèå

y′′ + αµy′ + (βµ2 + µϕ(t))ψ′(0)y = 0, t > 0.48 Âåñòíèê ÞÓð�Ó, �40 (299), 2012



Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ β̃ = βψ′(0), ϕ̃(t) = ϕ(t)ψ′(0), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå âèäà (9), äëÿ ðåøåíèéêîòîðîãî ñïðàâåäëèâû äîêàçàííûå âûøå óòâåðæäåíèÿ.Ïóñòü y(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7) è v(t) =

(
v1(t)
v2(t)

)
=

(
y(t)
y′(t)

). Â ñèëó (29) èìååìñèñòåìó
dv

dt
= Ã(t)v + f(t, v), (30)ãäå

Ã(t) =

(
0 1

−β̃µ2 − µϕ̃(t) −αµ

)
, f(t, v) =

(
0

−(βµ2 + µϕ(t))(ψ(v1) − ψ′(0)v1)

)
.Èç (28) ïîëó÷àåì

‖f(t, v)‖ ≤ p̃‖v‖1+δ, p̃ = (|β|µ2 − µ min
t∈[0,T ]

ϕ(t))p.Îáîçíà÷èì ÷åðåç H̃(t) ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (3) äëÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ëÿ-ïóíîâà, ïîñòðîåííîå ïî óêàçàííîé âûøå ñõåìå äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû
dv

dt
= Ã(t)v.Ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ íà H̃(t) è f(t, v), ïîëó÷àåì

Re〈H̃(t)f(t, v), v〉 ≤ ‖H̃(t)‖‖f(t, v)‖‖v‖ ≤
p̃‖H̃(t)‖

(h̃1(t))1+δ/2
〈H̃(t)v, v〉1+δ/2, t > 0,ãäå h̃1(t) � ìèíèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû H̃(t). Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà(30) âõîäèò â êëàññ ñèñòåì (5), ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (6) ñ q ≥

p̃‖H̃(t)‖

(h̃1(t))1+δ/2
, γ = δ/2. Òîãäà èç òåîðåìû 3 ìû ïîëó÷àåì îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ äëÿ íóëåâî-ãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7) è îöåíêè ýêñïîíåíöèàëüíîãî óáûâàíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (7) ñíà÷àëüíûìè äàííûìè èç ýòîé îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ.Çàìå÷àíèå 5. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (7) ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì ≪ïåðåâåðíóòîãîìàÿòíèêà≫ (ϕ(t) = sin t, ψ(y) = sin y) ñ êîëåáëþùåéñÿ òî÷êîé ïîäâåñà ïî çàêîíó x(t) =

a sin(t) [11, 12℄. Óêàçàííûå óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè âèäà (13) ñîâïàäàþò ñèçâåñòíûìè óñëîâèÿìè Í.Í. Áîãîëþáîâà, ïîëó÷åííûìè ìåòîäîì óñðåäíåíèÿ (ñì., íàïðèìåð,[13, 14℄). Ê óðàâíåíèþ (7) ñâîäèòñÿ èçó÷åíèå êîëåáàíèé ≪ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà≫, òî÷êàïîäâåñà êîòîðîãî ñîâåðøàåò ïðîèçâîëüíûå ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÔÖÏ ≪Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èí-íîâàöèîííîé �îññèè≫ íà 2009�2013 ãã. (ãîñóäàðñòâåííûé êîíòðàêò � 16.740.11.0127, ñî-ãëàøåíèå �14.B37.21.0355), �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò� 10-01-00035) è Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê (ìåæäèñöèïëèíàðíûéïðîåêò � 80).Ëèòåðàòóðà1. Äåìèäåíêî, �.Â. Îá óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîý�-�èöèåíòàìè / �.Â. Äåìèäåíêî, È.È. Ìàòâååâà // Ñèá. ìàò. æóðí. � 2001. � Ò. 42, � 2.� Ñ. 332�348.Ñåðèÿ ≪Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è ïðîãðàììèðîâàíèå≫, âûï. 14 49
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