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ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÕ ÓÏÀÊÎÂÎÊ
Â ÝËËÈÏÑÛ

Â.Í. Óøàêîâ, Ï.Ä. Ëåáåäåâ, Í.Ã. Ëàâðîâ

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè èì. Í.Í. Êðàñîâñêîãî, ã. Åêàòåðèíáóðã

Â çàäà÷àõ òåîðèè óïðàâëåíèÿ ÷àñòî òðåáóåòñÿ ïðîâîäèòü àïïðîêñèìàöèþ ìíî-
æåñòâ íàáîðàìè èç êîíãðóýíòíûõ ýëåìåíòîâ. Îäíèì èç âàðèàíòîâ òàêîé àïïðîêñè-
ìàöèè ñëóæèò óïàêîâêà â ôèãóðû íà ïëîñêîñòè íàáîðà êðóãîâ ðàâíîãî ðàäèóñà. Â ñòà-
òüå ðàññìîòðåíû äâà âàðèàíòà çàäà÷è î ïîñòðîåíèè îïòèìàëüíîé óïàêîâêè â ýëëèïñû
ðàçëè÷íîé ôîðìû: â ïåðâîì ôèêñèðîâàíî ÷èñëî ýëåìåíòîâ è òðåáóåòñÿ ìàêñèìèçèðî-
âàòü èõ ðàäèóñ, âî âòîðîì ôèêñèðîâàí ðàäèóñ êðóãîâ è òðåáóåòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü èõ
÷èñëî. Â ïåðâîì âàðèàíòå ïðèìåíÿþòñÿ èòåðàöèîííûå ìåòîäû, èìèòèðóþùèå îòòàë-
êèâàíèå öåíòðîâ êðóãîâ äðóã îò äðóãà è îò ãðàíèöû ìíîæåñòâà. Â íèõ èñïîëüçóþòñÿ
êîíñòðóêöèè ÷åáûøåâñêîãî öåíòðà, îðòîãîíàëüíûõ ïðîåêöèé è îòòàëêèâàíèÿ òî÷åê.
Âî âòîðîì � ðàññìàòðèâàþòñÿ óïàêîâêè ñ ãåêñàãîíàëüíîé ðåøåòêîé, êîòîðûå áëèçêè ê
îïòèìàëüíûì. Ðåàëèçîâàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ïîñòðîåíèÿ óïàêîâîê äëÿ ýëëèïñîâ
ñ ðàçëè÷íûì ñîîòíîøåíèåì îñåé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óïàêîâêà; õàóñäîðôîâî îòêëîíåíèå; ìàêñèìèçàöèÿ; ÷åáûøåâñêèé

öåíòð; ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ.

Ââåäåíèå

Ïðè èçó÷åíèè çàäà÷ óïðàâëåíèÿ è äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð [1] âîçíèêàþò ìíî-
æåñòâà ñëîæíîé ãåîìåòðèè, äàæå åñëè îãðàíè÷èòüñÿ äâóìåðíûì ôàçîâûì ïðîñòðàí-
ñòâîì. Äëÿ ðàáîòû ñ íèìè, íàïðèìåð, äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ïðèöåëèâàíèÿ
íà íèõ èëè îöåíêè èõ ñâîéñòâ ñòàáèëüíîñòè, íåîáõîäèìî âûïîëíèòü èõ àïïðîêñèìà-
öèþ áîëåå ðåãóëÿðíûì ôèãóðàìè, ïî âîçìîæíîñòè íàèáîëåå áëèçêèìè ê èñõîäíûì
ìíîæåñòâàì [2]. Îäíèì èç ïóòåé àïïðîêñèìàöèè ñëóæèò çàìåíà ïëîñêèõ êîìïàêòîâ
ýëëèïñàìè; äàííîå íàïðàâëåíèå àêòèâíî ðàçðàáàòûâàåòñÿ â íàó÷íîé øêîëå À.Á. Êóð-
æàíñêîãî [3]. Äðóãèì ñïîñîáîì ñëóæèò ïîñòðîåíèå àïïðîêñèìèðóþùåãî íàáîðà êîí-
ãðóýíòíûõ êðóãîâ. Ïðè ÷åì âîçìîæíû àïïðîêñèìàöèè ôèãóð êàê âíåøíèå � ïîêðû-
òèÿ, òàê è âíóòðåííèå � óïàêîâêè [4]. Åñòåñòâåííî, âîçíèêàåò âîïðîñ î òîì, íàñêîëüêî
óñïåøíî ìîæíî âûïîëíèòü ïåðåõîä îò íåêîòîðîãî ýëëèïñà ê îáúåäèíåíèþ êðóãîâ. Åñ-
ëè îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì óïàêîâîê, òî âîçìîæíû äâå ïîñòàíîâêè îá îòûñêàíèè
îïòèìàëüíîé óïàêîâêè íàáîðà êðóãîâ â ýëëèïñ. Â ïåðâîé ïîñòàíîâêå òðåáóåòñÿ ïðè
ôèêñèðîâàííîì ÷èñëå ýëåìåíòîâ ìàêñèìèçèðîâàòü èõ ðàäèóñ, âî âòîðîé òðåáóåòñÿ ïðè
çàäàííîì ðàäèóñå ìàêñèìèçèðîâàòü ÷èñëî ýëåìåíòîâ. Äëÿ ðåøåíèÿ â ïåðâîì ñëó÷àå
ïðèâëåêàþòñÿ èòåðàöèîííûå àëãîðèòìû ïîýòàïíîé ìàêñèìèçàöèè ðàäèóñà êðóãîâ, âî
âòîðîì � àëãîðèòìû êîíñòðóèðîâàíèÿ ãåêñàãîíàëüíûõ óïàêîâîê. Ñòàòüÿ ïðîäîëæàåò
èññëåäîâàíèÿ, íà÷àòûå â [5, 6].

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷

Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì êîíòåéíåðîâ (ò.å. ìíîæåñòâ, â êîòîðûå âûïîëíÿåòñÿ
óïàêîâêà) íà ïëîñêîñòè.
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Определение 1. Упаковкой Un компактного множества M ⊂ R
2 из n шаров ра-

диуса r называется объединение O(x1, r) ∪ O(x2, r) ∪ . . . ∪ O(xn, rn) из n кругов, для
которых выполняются условия

∀i = 1, n O(xi, r) ⊆M,

∀i = 1, n, ∀j = 1, n, (i 6= j) intO(xi, r) ∩ intO(xj, r) = ∅.

Здесь int означает внутренность множества в R
2. Таким образом, набор шаров

является упаковкой множества M в том случае, если все они вложены в M и все
попарно пересекаются только по своим границам (либо не имеют общих точек).

Ограничимся изучением множества comp(R2) компактов в R
2 (причем толь-

ко выпуклых). Рассматриваются наборы кругов Ξ(X, r), состоящие из n кругов
{O(xi, r)}ni=1, массив центров которых имеет вид X = {xi}ni=1.

Задача 1. Пусть заданы выпуклое множество M ∈ comp(R2) и число n ∈ N.
Требуется найти упаковку множества M из n кругов максимального радиуса r > 0.

Решение задачи 1 сводится к отысканию координат n точек. А именно, необходимо
найти такой набор из n точек Sn ⊂M , на котором достигается максимальное значение
функции

RM (Sn) = min
i=1,n

ϕ(i)(si). (1)

Здесь введены обозначения

ϕ(i)(x) = min
{
ψ(i)(x), ρ(x, ∂M)

}
, (2)

ψ(i)(x) = min

{‖x− sj‖
2

: j = 1, n, j 6= i

}
, (3)

ρ(x,M) = min{‖x−m‖ : m ∈ M} – расстояние от точки x до замкнутого множества
M , ‖x‖ – евклидова норма вектора x.

Наряду с задачей 1, часто встречается и задача, в некотором смысле к ней обрат-
ная.

Задача 2. Пусть заданы выпуклое множество M ∈ comp(R2) и число r > 0.
Требуется найти упаковку множества M из n кругов, радиусы которых равны r, при
максимально возможном n ∈ N.

Решение задачи 2 сводится к отысканию максимальных n и n-сети Sn ⊂ M, для
которых выполняется оценка

RM (Sn) > r. (4)

2. Методы решения задачи 1

2.1. Условия максимума радиуса кругов упаковки

Аналитическое решение задачи 1 возможно только в самых простых случаях.
Поэтому рассмотрим численные итерационные методы построения наборов точек,
на которых достигает минимум функция (1). Будем применять методы поочередной
максимизации функций ϕ(i)(·) при всех i = 1, n. Заметим, что каждую из них можно
записать в виде

ϕ(i)(x) = min

{
1

2
ρ(x, S(i)

n ), ρ(x, ∂M)

}
, (5)
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где
S(i)
n = Sn \ {si}.

Формула (5) показывает, что ϕ(i)(·) есть минимум из конечного числа евклидо-
вых расстояний до ограниченного множества, умноженных на положительные числа.
Это позволяет получить аналитическое выражение некоторых дифференциальных
свойств функции в точках.

Определение 2. Супердифференциалом [7] функции u(x) в точке x0 называется
выпуклое компактное множество D+u(x) в R

2, для которого выполняется

∀g ∈ (R2 \ {0}) du(x)
dg

∣∣∣
x=x0

= min{〈g,d〉 : d ∈ D+u(x)}.

Здесь введено обозначение для производной функции u(x) по направлению g 6= 0

в точке x0
du(x)

dg

∣∣∣
x=x0

= lim
λ→0,λ>0

u(x0 + λg)− u(x0)

λ
.

Если супердифференциал функции u(x) состоит из одной точки, то это значит,
что u(x) дифференцируема и имеет градиент, совпадающий с этой точкой.

Для функция u(x) = ρ(x,M) евклидового расстояния супердифференциал опре-
делен в всех точках R

2 \M , и ее супердифференциал имеет вид

D+u(x) = co

{
x− y

ρ(x,M)
: y ∈ ΩM(x)

}
, (6)

где ΩM (x) – множество ближайших к x в евклидовой метрике точек из M , co(M)
– выпуклая оболочка множества M (подробнее см. [7]). Известно [8], что если на
некотором множестве X заданы две супердифференцируемые функции u1(x) и u2(x),
то и функция um(x) = min{u1(x), u2(x)} также является супердифференцируемой на
X. При этом если в некоторой точке x0 ∈ X имеет место u1(x0) = u2(x0), то для
супердифферинциала (6) справедлива формула

D+um(x0) = co
(
D+u1(x0) ∪D+u2(x0)

)
. (7)

Если же u1(x0) 6= u2(x0), то супердифференциал D+um(x0) минимума из двух функ-
ций совпадает с супердифференциалом той из них, которая имеет меньшее значение.

Определение 3. Множеством значимых точек Ω(x, S
(i)
n ,M) для функции ϕ(i)(·) в

точке x ∈M назовем

Ω(x, S(i)
n ,M) = {sj ∈ S(i)

n : ‖sj − si‖ = 2ϕi(x)} ∪ {m ∈ ∂M : ‖m− si‖ = ϕ(i)(x)}.

Теорема 1. Функция ϕ(i)(·) достигает максимума в точке x ∈ M только в том
случае, если выполнены условия

x /∈ (S(i)
n ∪ ∂M) (8)

и
x ∈ coΩ(x, S(i)

n ,M). (9)
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Доказательство. Условие (8) является необходимым, поскольку если оно не выпол-
няется, то ϕ(i)(x) = 0. Из того, что оно выполняется, следует: функция ϕ(i)(·) в x

супердифференцируема, то есть определен супердифференциал D+ϕ(i)(x). Он равен
(по формуле (7))

D+ϕ(i)(x) = co(D1 ∪D2), (10)

где

D1 = co

{
x− sj

2‖x− sj‖
:
(
sj ∈ S(i)

n

)
&
(
‖x− sj‖ = 2ϕ(i)(x)

)}
,

D2 = co

{
x−m

‖x−m‖ : (m ∈ ∂M) &
(
‖x−m‖ = ϕ(i)(x)

)}
.

В случае, если ρ(x, S
(i)
n ) = 2ϕ(i)(x), D1 есть супердифференциал функции ρ(x, S

(i)
n )/2,

если же ρ(x, S
(i)
n ) > 2ϕ(i)(x), то D1 = ∅. Аналогично, если ρ(x, ∂M) = ϕ(i)(x), то D2

есть супердифференциал функции ρ(x, ∂M), если же ρ(x, ∂M) > ϕ(i)(x), то D2 = ∅.

Поэтому в случае, если ρ(x, ∂M) = ρ(x, S
(i)
n )/2, супердифференциал D+ϕ(i)(x) есть

выпуклая оболочка объединения двух супердифференциалов. В противном случае он
совпадает с супердифференциалом той функции, значение которой меньше.

Можно записать формулу (10) в виде

D+ϕ(i)(x) = co

({
x− sj

2‖x− sj‖
: sj ∈ S(i)

n ∩ Ω(x, S(i)
n ,M)

}
∪

∪
{

x−m

‖x−m‖ : m ∈ ∂M ∩ Ω(x, S(i)
n ,M)

})
.

Из свойств произвольной супердифференицируемой функции известно, что она
достигает максимума во внутренней точке множества своей области определения
только в том случае, если нулевой вектор 0 = (0, 0) принадлежит ее супердиффе-
ренциалу [9]. Поэтому необходимое условие максимума можно записать в виде

0 ∈ co

(
1

2

(
x− (S(i)

n ∩ Ω(x, S(i)
n ,M)

)
∪
(
x− (∂M ∩ Ω(x, S(i)

n ,M)
))

, (11)

Покажем, что если выполняется условие (11), то имеет место

0 ∈ co
(
x− Ω(x, S(i)

n ,M)
)
. (12)

Действительно, согласно теореме Каратеодори [10] найдутся g точек gk, k = 1, g

из множества 1
2

(
x− (S

(i)
n ∩ Ω(x, S

(i)
n ,M)

)
∪
(
x− (∂M ∩ Ω(x, S

(i)
n ,M)

)
, такие что 0 ∈

co{g1, . . . , gg}. При этом g не превосходит размерность евклидового пространства бо-

лее, чем на 1, то есть g 6 3. Если точка gk принадлежит (x − (∂M ∩ Ω(x, S
(i)
n ,M)),

то естественно выполняется и gk ∈ (x − Ω(x, S
(i)
n ,M)). Если же gk принадлежит

1
2
(x− (S

(i)
n ∩ Ω(x, S

(i)
n ,M)), то имеет место 2gk ∈ (x− Ω(x, S

(i)
n ,M)).

Покажем, что если

0 ∈ co{g1, . . . , gg}, (13)
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то при любых положительных числах α1, . . . , αg > 0 выполняется и

0 ∈ co{α1g1, . . . , αggg}. (14)

Действительно, (13) означает, что найдутся три числа a1, . . . , ag > 0, a1+ . . .+ag = 1,
что

0 = a1g1 + . . .+ aggg.

Следовательно, выполняется и равенство

0 =
a1
α1
α1g1 + . . .+

ag
αg

αggg.

Разделив обе части равенства на a1/α1 + . . . + ag/αg, получаем, что вектор 0 явля-
ется выпуклой комбинацией векторов α1g1, . . . , αggg. А значит выполняется и (14). В
частности оно выполняется и в том случае, если коэффициенты α1, . . . , αg равны 1

или 0, 5. Поэтому во множестве (x−Ω(x, S
(i)
n ,M)) найдутся две или три точки, такие,

что 0 лежит в их выпуклой оболочке. Значит, выражение (12) верно. Следовательно,
выполняется и условие (9).

2.2. Итерационные методы максимизации радиуса

Для поэтапного увеличения величины RM(Sn) авторами реализован алгоритм,
который в некотором смысле имитирует отталкивание точки si от ближайших к ней
элементов из S

(i)
n и от границы ∂M выпуклого компакта M . Он разработан С учетом

теоремы 1, на базе тех соображений, чтобы точка si приближалась к точке макси-
мума функции ϕ(i)(·). Рассматриваются в качестве контейнеров для построения упа-
ковок множества, ограниченные эллипсами. Их границу будем обозначать кривой Γ.
В некотором смысле это можно рассматривать как обобщение задачи о построении
оптимальной упаковки в круг [11]. Введем также важную геометрическую конструк-
цию, которая является ключевой в разрабатываемых алгоритмах.

Определение 4. Чебышевским центром [12] множества M ∈ compR2 называется
такая точка c(M), что

h(M, {c(M)}) = inf{h(M, {x}) : x ∈ R
2}. (15)

Величина (15) называется чебышевским радиусом r(M) компактного множества
M ⊂ R

2.
Схема алгоритма итерационного увеличения радиуса упаковки в эллипс M при

заданных параметрах Dr и kr и номере i.
Алгоритм 1.
1. Строится множество P = {pk}pk=1 ортогональных проекций si на кривую Γ.
2. Вычисляется значение функции ϕ(i)(si) по формуле

ϕ(i)(si) = min

{
1

2
min{‖si − sj‖ : j = 1, n(j 6= i)},min{‖si − pk‖ : k = 1, p}

}
.

3. Строится массив точек из S
(i)
n , которые расположены близко к si

S∗ =
{
sj ∈ S(i)

n : ‖sj − si‖ 6 2(ϕ(i)(si) +Dr)
}
.
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4. Строится массив точек из P, которые расположены близко к si

P ∗ =
{
pk ∈ P : ‖pk − si‖ 6 ϕ(i)(si) +Dr

}
.

5. Строится массив векторов, направленных от близких точек к si с учетом рас-
стояния:

W =

{
si − sj

2‖si − sj‖(2ϕ(i)(si) + 2Dr − ‖si − sj‖)
: sj ∈ S∗

}
∪

∪
{

si − pk

‖si − pk‖(ϕ(i)(si) +Dr − ‖si − pk‖)
: pk ∈ P ∗

}
.

6. Вычисляется новая точка по формуле

ŝi = si + krc(W ), (16)

где c(W ) – чебышевский центр множества W .
7. В качестве новой точки n-сети берется

si := ŝi.

Замечание 1. Вычисление множества ортогональных проекций точки на границу
эллипса сводится к решению уравнения четвертой степени. В зависимости от ее рас-
положения в эллипсе у него может быть от двух до четырех вещественных решений.
Поэтому множество P ∗ всегда состоит более чем из одного элемента. При этом как
минимум одна из точек pk ∈ P ∗ является ближайшей к si.

Замечание 2. Формула (16) содержит коэффициент kr, определяющий насколько
сильно смещается точка ŝi по сравнению с si. По смыслу он должен быть положи-
тельным, но меньше 1. Потому что если он слишком большой, то координаты точек
начинают колебаться, и алгоритм не сходится к установившемуся значению Sn. При
каждом запуске программного комплекса пользователю предлагается задать его из
эмпирических соображений. Если kr слишком большой, то алгоритм может не схо-
диться к установившемуся значению, если слишком маленький, то медленно будет
расти радиус кругов.

3. Методы решения задачи 2

Известно, что наиболее плотной упаковкой кругами плоскости является гексаго-
нальная [14]. То есть элементы упаковки образуют регулярную структуру, в которой
каждая точка лежит в центре правильного шестиугольника, вершины которой тоже
являются центрами кругов. Естественно предположить, что и для компактных фигур
M при достаточно малом радиусе r кругов можно построить гексагональную упаков-
ку, которая будет содержать максимально возможное число элементов (или близкое
к нему). Косвенно это подтверждается тем, что некоторые известные оптимальные
упаковки в круг имеет либо подобную структуру, либо близкую к ней для большин-
ства точек Sn с небольшими отклонениями вблизи границы (подробнее см. [15, 16]).
С другой стороны, гексагональные упаковки просты в описании: структуру гексаго-
нальной упаковки на плоскости можно задать, указав лишь координаты одной точки,
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угол, который образует вектор, соединяющий ее с соседней и вектор одной из коорди-
натных осей, и радиус ее элементов. Хотя, заметим, что при малых n упаковки могут
существенно отличаться от данного типа, содержать структуры в виде квадратов,
треугольников, колец [17, 18].

Одним из вариантов решения задачи 2, реализованным авторами в рамках про-
граммного комплекса, стал подход, основанный на применении в качестве базовой
структуры плотной гексагональной упаковки объектов. Структура упаковки жестко
зафиксирована и привязана к заданной системе координат, а задача максимизации
количества объектов в контейнере решается за счет варьирования положения центра
и ориентации эллиптического контейнера относительно заданной системы координат,
как показано на рис. 1.

На рис. 1 представлена плотная гексагональная упаковка из кругов заданного
радиуса и возможные положения эллиптического контейнера относительно этой упа-
ковки. В процессе решения задачи упаковки неопределенность положения центра кон-
тейнера соответствует двум степеням свободы x и y. Третья степень свободы соответ-
ствует углу поворота γ большой полуоси эллипса относительно оси абсцисс. Использо-
вание плотной гексагональной упаковки позволяет ввести ограничения на изменения
всех трех степеней свободы при поиске оптимального решения. На рис. 1 выделенная
область в начале координат является областью возможных положений центра эллип-
тического контейнера. Достаточно проверить только эту область, так как размещение
центра контейнера в любой другой точке плоскости эквивалентно размещению в од-
ной из точек выделенной области. Это следует из периодической структуры плотной
гексагональной упаковки. Ограничение на величину угла наклона большой полуоси
контейнера при решении задачи оптимизации вытекает из свойств симметрии выде-
ленной области в начале координат. Эта область обладает шестью осями симметрии,
откуда следует следующее ограничение: γ ∈ [0, π/6]. Таким образом, решение задачи
оптимальной упаковки производится численно путем перебора возможных положе-
ний центра контейнера и значений угла поворота его большой полуоси относительно
плотной гексагональной упаковки с учетом приведенных выше ограничений на сте-
пени свободы, что в свою очередь позволяет сократить объем вычислений.

При таком решении задачи оптимальной упаковки на выделенной области неопре-
деленности положения центра контейнера вводится в цилиндрических координатах
равномерная по углу α сетка (ri, αj) как показано на рис. 2. Сетка строится на ос-
нове многократного масштабирования с заданным коэффициентом масштабирования
(меньшим единицы) исходной области неопределенности положения центра контей-
нера, показанной на рис. 1.

Декартовы координаты каждой из точек сетки определяются классическими со-
отношениями:

xij = ri · cos(αj), yij = ri · sin(αj).

Также вводится равномерная сетка по углу отклонения большой оси контейнера от
оси абсцисс системы координат: γk ∈ [0, π/6]. Для каждого конкретного набора зна-
чений xij , yij, γk производится оценка количества элементов упаковки, попадающих
внутрь контейнера. Оценка принадлежности элемента упаковки внутренней области
контейнера может выполняться разными методами. В итоге из всех наборов, преду-
смотренных заданными сетками, выбирается тот набор xij , yij, γk , для которого коли-
чество элементов плотной упаковки, попадающих внутрь контейнера максимально.
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Рис. 1. К процессу построения оптималь-
ной упаковки кругов в эллиптический
контейнер

x

y

0

(ri, αj)

(ri, αj)

Рис. 2. Построение сетки на области
неопределенности положения центра кон-
тейнера

4. Примеры решения задач

Авторами с применением описанных выше алгоритмов разработан программный
комплекс для построения аппроксимаций оптимальных упаковок. Для его реализации
используется пакет MATLAB, позволяющий привлекать различные геометрические и
алгебраические вложенные функции [19]. Для решения задачи 1 разработаны итера-
ционные процедуры коррекции точек – центров кругов упаковки. Ее основой служит
построение набора W векторов, направленных к точке si ∈ Sn от ближайших к ней
точек сети и ее ортогональных проекций на границу Γ эллипса, с последующим на-
хождением чебышевского центра W . Для решения задачи 2 разработана процедура
конструирования гексагональной сети точек, с возможностью ее сдвига и вращения
с заданным центром, с целью отыскания того набора кругов O(si, r), i = 1, n, кото-
рый был бы вложен в эллипс M при максимальном n. Косвенным способом оценки
качества упаковки служит вычисление ее плотности σ(Un), то есть отношение пло-
щади объединения ее кругов к площади фигуры M . В [14] показано, что при n > 1
плотность упаковки в выпуклое множество не может превосходить величины

σ∗ =

√
3π

6
≈ 0, 9069,

которая достигается только для гексагональной упаковки плоскости. Упаковки, для
которых величина σ(Un) максимальна (при специально подобранном соотношении
полуосей эллипса), приведены в [20].

Пример 1. Пусть требуется решить задачу 1 для эллипса, ограниченного кривой

x2 + 2y2 = 1 (17)

при числе элементов упаковки n = 20 и n = 30.
Решение задачи строилось путем многократного запуска программного комплек-

са. Аппроксимация S20 массива центров кругов упаковки U20:
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S20 ≈ {(0, 2917, 0, 2667), (−0, 3903,−0, 2520), (−0, 8407,−0, 0063), (−0, 3977, 0, 2471),
(−0, 7136, 0, 2857), (−0, 2309,−0, 5267), (0, 1203,−0, 0001), (−0, 1971, 0, 0002),
(−0, 0426, 0, 2774), (−0, 2421, 0, 5244), (0, 1406,−0, 5404), (−0, 0357,−0, 2764),
(−0, 7054,−0, 2944), (0, 2974,−0, 2641), (0, 1334, 0, 5414), (0, 5903,−0, 3873),
(0, 8059,−0, 1542), (0, 5038, 0, 0034), (0, 8017, 0, 1631), (0, 5827, 0, 3925)}.

Радиусов кругов равен r ≈ 0, 1585. Плотность упаковки равна σ(U20) ≈ 0, 7106. Гра-
ница эллипса M , окружности, ограничивающие круги упаковки U20, и их центры
представлены на рис. 3.

Аппроксимация S30 массива центров кругов упаковки U30:

S30 ≈ {(−0, 4959, 0, 1915), (−0, 3990,−0, 5092), (0, 3228,−0, 0331), (0, 1281,−0, 2121),
(0, 5951,−0, 0482), (−0, 8621, 0, 0646), (0, 1073,−0, 4759), (0, 0488, 0, 2945),

(−0, 6347,−0, 3893), (−0, 3957,−0, 2435), (0, 7094,−0, 3247), (−0, 2857, 0, 0295),
(0, 3682,−0, 5195), (−0, 1410,−0, 5671), (0, 4977, 0, 4691), (−0, 526, 0, 4552),

(0, 8301, 0, 1652), (0, 5705, 0, 2150), (0, 2339, 0, 4849), (0, 0163, 0, 0298), (0, 8547,−0, 098),
(−0, 0147, 0, 5749), (−0, 2165, 0, 2858), (−0, 5866,−0, 0585), (−0, 7388, 0, 2984),

(−0, 1359,−0, 1894), (−0, 2772, 0, 5442), (0, 3066, 0, 2308),
(−0, 8146,−0, 1955), (0, 4464,−0, 2669)}.

Радиусов кругов равен r ≈ 0, 1321. Плотность упаковки равна σ(U30) ≈ 0, 7404. Гра-
ница эллипса M , окружности, ограничивающие круги упаковки U30, и их центры
представлены на рис. 4.
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Рис. 3. Аппроксимация оптимальной упа-
ковки U20 в примере 1
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Рис. 4. Аппроксимация оптимальной упа-
ковки U30 в примере 1

Пример 2. Пусть требуется решить задачу 2 для эллипса, ограниченного кривой
(17) при радиусе кругов упаковки r = 0, 1.

Решение задачи строилось в классе гексагональных упаковок за счет выбора ко-
ординат центра опорного круга и поворота осей симметрии.

Оптимальная из найденных упаковок состоит из n = 53 элементов. Эта упаковка
U53 представлена на рис. 5. Плотность упаковки равна σ(U53) ≈ 0, 7495.
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Рис. 5. Аппроксимация оптимальной упаковки U53 с радиусом кругов r = 0, 1 для
эллипса, ограниченного кривой (17)

Заключение

Предложенные методы построения оптимальных упаковок в эллиптические кон-
тейнеры реализованы в виде программного комплекса. Сравнение полученных ре-
зультатов с результатами иных подходов к решению поставленной задачи показали,
что данные методы позволяют получить решение задачи близкое к оптимальному.

Работа была выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект №16-31-
00356-мол_а) и комплексной программы фундаментальных исследований УрО РАН,
проект №15-16-1-13.
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and Algorithms for Global Optimization. – 2007. – P. 141–156.

12. Гаркави, А.Л. О чебышевском центре и выпуклой оболочке множества / А.Л. Гаркави
// Успехи математических наук. – 1964. – Т. 19, № 6. – С. 139–145.

13. Белобров, П.К. К вопросу о чебышевском центре множества / П.К. Белобров // Изве-
стия высших учебных заведений. Математика. – 1964. – № 1. – C. 3–9.

14. Тот, Л.Ф. Расположения на плоскости, на сфере и в пространстве / Л.Ф. Тот. – М.:
Государственное издательство физико-математической литературы, 1958. – 365 c.

15. Graham, R.L. Dense Packings of Congruent Circles in a Circle / R.L. Graham,
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ALGORITHMS OF OPTIMAL PACKING CONSTRUCTION IN ELLIPSE
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It is often necessary to realize an approximation of sets with the union of congruent
elements in the theory of control. One way for this approximation is a packing of the union
of disks with equal radii into a planar figure. Two versions of an optimal packing problem
are considered in the present paper: the number of elements is fixed and to maximize their
radii is required in one, the radius is fixed and to maximize the number of elements is
required in another one. Iterative methods imitating their centers repulsing from each other
and from the boarder are applied in the first version. Constructions of the Chebyshev center,
orthogonal projections and points repulsing are used for them. Packing with a hexagonal
pattern (closed to optimal) is considered in the second version. Software complex for packing
into eclipses with different ratio of axes is developed.

Keywords: packing; Hausdorff distance; maximization; Chebyshev center; direction

derivative.
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