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Предполагается, что для линейной конечномерной стационарной динамической
системы Σ с дискретным временем известна степень МакМиллана δ и конечная после-
довательность ее марковскиx параметров G1, . . . , Gm, m > 2δ. Рассматриваются задачи
восстановления по этим данным переходной матрицы-функции G(z) системы, мини-
мальных индексов и взаимно простых дробных факторизаций G(z), минимальных ре-
шений соответствующих уравнений Безу, минимальной реализации Σ. Для каждой из
них существует отдельный алгоритм решения. В данной работе предлагается единый
подход к исследованию этих проблем. Он основан на методе индексов и существенных
многочленов конечной последовательности матриц. Этот метод был ранее разработан
для явного решения задачи факторизации Винера – Хопфа мероморфных матриц-
функций. Показано, что решение всех вышеуказанных задач может быть получено,
как только будут найдены индексы и существенные многочлены последовательности
G1, . . . , Gm. Вычисление индексов и существенных многочленов можно осуществить
средствами линейной алгебры. Для матриц с элементами из поля рациональных чисел
алгоритм реализован в среде Maple в виде процедуры ExactEssPoly.
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Введение
Динамическая система – это структура, которая обрабатывает входные сигналы и про-

изводит выходные, т.е. является отображением вход-выход. Рассмотрим модель линейной
конечномерной стационарной динамической системы Σ с дискретным временем, эволюция
которой описывается системой разностных уравнений

{
xj+1 = Axj + Buj ,
yj = Cxj .

(1)

Здесь (A,B, C) – тройка действительных матриц размером n×n, n×q, p×n, соответственно;
векторы uj ∈ Rq, xj ∈ Rn, yj ∈ Rp принадлежат конечномерным действительным простран-
ствам, которые называются пространством входных сигналов, пространством состояний
и пространством выходных сигналов, соответственно. Размерность n пространства состоя-
ний называется порядком системы, q – число входов, p – число выходов. Предполагается,
что в начальный момент времени система находилась в состоянии покоя, т.е. x0 = 0. Эта мо-
дель динамической системы называется реализацией системы Σ в пространстве состояний
(space state model) и формально может быть отождествлена с тройкой матриц (A, B,C).

Переходной матрицей-функцией системы (1) называется правильная рациональная мат-
рица-функция размером p× q

G(z) = C(zI −A)−1B. (2)
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Разложим G(z) в ряд Лорана в окрестности бесконечно удаленной точки:

G(z) =
∞∑

k=1

CAk−1B

zk
.

Коэффициенты Gk = CAk−1B ряда называются марковскими параметрами системы. Ока-
зывается, что в них содержится вся информация об отображении вход-выход. Параметры
Gk играют важную роль в теории, поскольку для их определения не нужно знать структуру
Σ (т.е. матрицы A, B, C); они могут быть определены по реакции системы на единичные
входные импульсы.

В задачах анализа системы Σ по заданной тройке (A,B, C), т.е. по известной переходной
матрице-функции G(z), требуется узнать, будет ли система наблюдаемой и/или управляе-
мой, найти такие важные целочисленные инварианты системы, как индексы наблюдаемости
и индексы управляемости и т.д. (определение этих понятий см., например, в [1]).

Другой важной задачей теории систем является задача синтеза, т.е. задача моделиро-
вания системы по данным вход-выход. В этом случае Σ рассматривается как черный ящик,
и требуется построить дискретную систему, генерирующую эти данные, т.е. реализовать
систему. С формальной точки зрения задача реализации состоит в отыскании для задан-
ной бесконечной последовательности Gk матриц размером p × q тройки матриц (A,B,C)
подходящих размеров такой, что

CAk−1B = Gk, k = 1, 2, . . . . (3)

Эта тройка матриц является реализацией последовательности Gk или матрицы-
функции G(z). Если порядок n матрицы A будет при этом наименьшим возможным, то
реализация (A,B, C) называется минимальной.

Минимальная реализация всегда существует и единственна с точностью до изменения
базиса в пространстве состояний системы. Порядок n минимальной реализации G(z) назы-
вается степенью МакМиллана G(z) и соответствующей системы. Хорошо известен классиче-
ский алгоритм Хо решения задачи минимальной реализации [2]. Алгоритм требует априор-
ного знания степени МакМиллана и основан на приведении конечных блочных ганкелевых
матриц, составленных из марковских параметров Gk системы, к диагональному виду.

Целью данной работы является разработка нового подхода к изучению системы Σ по
известным марковским параметрам. Он основан на методе существенных многочленов ко-
нечной последовательности матриц [3]. Оказалось, что знание индексов и существенных
многочленов конечной последовательности, составленной из марковских параметров систе-
мы, позволяет сразу же определить индексы наблюдаемости и управляемости системы, по-
строить дробные факторизации передаточной матрицы-функции, решить соответствующие
уравнения Безу, найти минимальную реализацию системы.

Ранее этот метод был использован при решении задач из различных областей матема-
тики, например, в задаче факторизации Винера – Хопфа матриц-функций [4, 5], при ис-
следовании равномерной сходимости промежуточных строк таблицы Паде [6] и матричных
аппроксимаций Паде [7], для обобщенного обращения ганкелевых и теплицевых операторов
конечного ранга [8, 9].

Предлагаемый подход может оказаться полезным в теории систем для разработки ал-
горитмов численного решения задачи минимальной реализации в случае, когда марковские
параметры системы известны приближенно. Эта задача относится к классу неустойчивых и
требует применения методов, используемых для решения некорректных задач [11, 12]. Наш
оптимизм основан на том, что метод уже был успешно применен в похожей неустойчивой
ситуации для нахождения скалярных аппроксимаций Паде, свободных от так называемых
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дуплетов Фруссара [10]. Фактически это означает, что была построена минимальная реали-
зация для SISO систем (т.е. систем с одним входом и одним выходом). Разработку подобного
алгоритма для MIMO систем и его программную реализацию предполагается осуществить
в дальнейших работах.

1. Индексы и существенные многочлены
конечной последовательности марковских параметров
Для последовательности G1, G2, . . . , Gm матриц размером p×q введем понятия индексов

и существенных многочленов. Доказательства всех приводимых ниже утверждений даны
в [3].

Пусть A – блочная матрица с блоками из Rp×q, имеющая блочные размеры (M + 1) ×
(N + 1). Разобьем столбец R из правого ядра kerR A на N + 1 блоков размером q × 1:
R = (R0, R1, . . . , RN )T и определим производящий векторный (столбцовый) многочлен этого
столбца

R(z) = R0 + R1z + . . . + RNzN .

Аналогично, определим производящий векторный (строчный) многочлен от z−1 для вектора
из левого ядра kerL A.

Образуем из последовательности G1, G2, . . . , Gm семейство блочных теплицевых матриц
Tk = ‖Gi−j‖ i=k,k+1,...,m

j=0,1,...,k−1
, k = 1, 2, . . . , m и опишем структуру правых и левых ядер матриц Tk.

Поскольку удобнее иметь дело не с векторами, а с их производящими многочленами, перей-
дем от пространств kerR Tk к изоморфным пространствам NR

k производящих многочленов
векторов из kerR Tk. Для удобства положим NR

0 = 0 и обозначим NR
m+1 – (m + 2)q-мерное

пространство всех векторных (столбцовых) многочленов от z формальной степени m + 1.
Аналогично, пространство kerL Tk естественно изоморфно пространству N L

k производя-
щих многочленов от z−1. Положим N L

m+1 = 0 и обозначим N L
M−1 – (m + 2)p-мерное про-

странство всех векторных (строчных) многочленов от z−1 формальной степени m + 1.
Пусть α = dimNR

1 и ω = dimN L
m. Числа α, ω назовем левым, соответственно правым,

дефектом последовательности. Пусть dR
k = dimNR

k , dL
k = dimN L

k , ∆R
k = dR

k − dR
k−1 (1 6 k 6

m+1), ∆L
k = dL

k − dL
k+1 (0 6 k 6 m). Используя формулу Грассмана, нетрудно доказать, что

справедливы следующие неравенства

α = ∆R
1 6 ∆R

2 6 . . . 6 ∆R
m 6 ∆R

m+1 = p + q − ω,

p + q − α = ∆L
0 > ∆L

1 > . . . > ∆L
m−1 > ∆L

m = ω.

Отсюда следует, что существует p + q − α− ω целых чисел µα+1 6 . . . 6 µp+q−ω таких, что

∆R
1 = . . . = ∆R

µα+1
= α,

· · ·
∆R

µi+1 = . . . = ∆R
µi+1

= i,

· · ·
∆R

µp+q−ω+1 = . . . = ∆R
m+1 = p + q − ω.

(4)

Если i-я строка в этих соотношениях отсутствует, то мы полагаем µi = µi+1. По определению
положим µ1 = . . . = µα = 0, если α 6= 0 и µp+q−ω+1 = . . . = µp+q = m + 1, если ω 6= 0.

Определение 1. Целые числа µ1, . . . , µp+q, определенные в (4), будем называть индексами
последовательности G1, G2, . . . , Gm.

Так как ∆L
k = p + q −∆R

k+1, то мы можем получить для ∆L
k соотношения, подобные (4).
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В [3] показано, что NR
k + zNR

k – подпространство NR
k+1, и размерность hR

k+1 дополнения
HR

k+1 этого подпространства равна ∆R
k+1 −∆R

k . Из (4) следует, что hR
k+1 6= 0 тогда и только

тогда, когда k = µj (j = α + 1, . . . , p + q−ω). В этом случае hR
k+1 совпадает с кратностью kj

индекса µj . Следовательно, для k 6= µj

NR
k+1 = NR

k + zNR
k

и для k = µj

NR
k+1 = (NR

k + zNR
k )+̇HR

k+1.

Определение 2. Если α 6= 0, то любые многочлены R1(z), . . . , Rα(z), которые образуют
базис пространства NR

1 , будем называть правыми существенными многочленами по-
следовательности G1, G2, . . . , Gm, соответствующими индексу µ1 = . . . = µα.

Любые многочлены Rj(z), . . . , Rj+kj−1(z), образующие базис дополнения HR
µj+1, назо-

вем правыми существенными многочленами последовательности, соответствующи-
ми индексу µj, α + 1 6 j 6 p + q − ω.

Аналогично,
N L

k−1 = N L
k + z−1N L

k

для k 6= µj и
N L

k−1 = (N L
k + z−1N L

k )+̇HL
k−1

при k = µj . Выбирая базис пространств N L
N (если ω 6= 0) и HL

µj−1(α + 1 6 j 6 p + q −
ω), получим набор векторных (строчных) многочленов Lα+1(z), . . . , Lp+q(z), которые будем
называть левыми существенными многочленами последовательности G1, G2, . . . , Gm.

Таким образом, для любой последовательности G1, G2, . . . , Gm существует p + q индек-
сов, p+ q−ω правых существенных многочленов и p+ q−α левых существенных многочле-
нов. В [3, раздел 5] показано, что всегда можно пополнить системы R1(z), . . . , Rp+q−ω(z) и
Lα+1(z), . . . , Lp+q(z) до полных систем, состоящих из p+q многочленов. Кроме того, там же
доказано, что по известной полной системе правых существенных многочсленов всегда мож-
но восстановить некоторую полную систему левых существенных многочленов, и наоборот.
Подобные системы правых и левых существенных многочленов названы согласованными
системами.

Описанный выше алгоритм нахождения индексов и существенных многочленов задан-
ной последовательности был реализован в виде процедуры ExactEssPoly в системе компью-
терной математики Maple для применения к задаче факторизации Винера – Хопфа [5].

2. Дробная факторизация рациональных матриц-функций
Дробная факторизация рациональной матрицы-функции является естественным обоб-

щением на матричный случай представления рациональной дроби в виде отношения двух
многочленов. Приведем некоторые сведения о дробной факторизации [1].

Определение 3. Левой взаимно простой дробной факторизацией (left coprime fractional
factorization) правильной рациональной матрицы-функции G(z) называется ее представле-
ние в виде

G(z) = D−1
L (z)NL(z). (5)

Здесь DL(z), NL(z) – взаимно простые слева матричные многочлены от z и DL(z) – несин-
гулярный (т.е. det DL(z) 6≡ 0) матричный многочлен.
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Взаимная простота слева матричных многочленов DL(z), NL(z) означает, что эти много-
члены имеют в качестве общих левых полиномиальных делителей только матричные много-
члены с постоянным ненулевым определителем (унимодулярные матричные многочлены).
Условие взаимной простоты DL(z), NL(z), как известно, равносильно разрешимости следу-
ющего матричного левого уравнения Безу

DL(z)UL(z) + NL(z)VL(z) = Ip. (6)

Здесь UL(z) и VL(z) – матричные многочлены от z.
Подобным образом определяется правая взаимно простая дробная факторизация G(z):

G(z) = NR(z)D−1
R (z), (7)

где NR(z), DR(z) – взаимно простые справа матричные многочлены, DR(z) – несингулярный
p×p матричный многочлен. Условие взаимной простоты справа NR(z) и DR(z) равносильно
разрешимости матричного правого уравнения Безу

UR(z)DR(z) + VR(z)NR(z) = Iq, (8)

где UR(z) и VR(z) – матричные многочлены от z.
Известно, что любая правильная рациональная матрица-функция допускает представ-

ления (5), (7). Эти дробные факторизации, а также соответствующие им уравнения Безу
играют фундаментальную роль в теории систем. Цель этого раздела – указать способ по-
строения дробной факторизации переходной матрицы-функции и решений уравнений Безу
по конечному набору марковских параметров системы.

Ясно, что дробные факторизации строятся не единственным образом. Обычно на зна-
менатели дробных факторизаций, помимо несингулярности, налагаются дополнительные
условия. Сформулируем их. Для любого несингулярного матричного многочлена L̄(z) су-
ществует унимодулярный матричный многочлен S(z) такой, что L(z) = S(z)L̄(z) имеет
правильную по строкам форму [1]. Последнее означает, что постоянная матрица Lrow, со-
ставленная из коэффициентов при старшей степени каждой строки L(z), является обрати-
мой матрицей. Поэтому, умножая, если это необходимо, числитель и знаменатель в левой
дробной факторизации на подходящий унимодулярный многочлен S(z), мы можем считать,
что знаменатель в представлении (5) имеет правильную по строкам форму, причем степени
строк λj матричного многочлена DL(z) упорядочены по убыванию. Такое домножение не
нарушает взаимной простоты слева факторизационных множителей.

В теории систем показано, что строчные степени λ1, . . . , λp правильного по строкам зна-
менателя в дробной факторизации (5) не зависят от факторизации, а однозначно определя-
ются G(z). Эти инварианты G(z) называются левыми минимальными индексами матрицы-
функции G(z). Если G(z) является переходной матрицей-функцией линейной стационарной
конечномерной системы, и тройка (A,B, C) является любой реализацией этой системы, то
строчные степени λ1, . . . , λp являются индексами наблюдаемости пары (A,C). Сумма δ ин-
дексов равна степени МакМиллана G(z). Легко видеть, что δ совпадает со степенью опре-
делителя знаменателя DL(z) из левой дробной факторизации G(z).

Аналогичным образом, знаменатель DR(z) правой дробной факторизации G(z) может
быть приведен в правильную по столбцам форму, причем столбцовые степени ρj можно
считать упорядоченными по возрастанию. Обратимую матрицу, составленную из старших
коэффициентов столбцов DR(z), будем обозначать Dcol

R . Числа ρ1, . . . , ρq называются правы-
ми минимальными индексами матрицы-функции G(z). Для переходной матрицы-функции
системы они являются индексами управляемости пары (A,B). Сумма правых индексов сов-
падает со степенью det DR(z) и равна δ.
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Оказывается, что знаменатели DL(z), DR(z) могут быть приведены к форме, которая
является одновременно правильной и по строкам, и по столбцам. Это форма знаменателей
называется формой Попова. Алгоритм приведения матричного многочлена к такой форме
описан в [1, раздел 6.7.2]. В дальнейшем, если не оговорено противное, мы будем предпола-
гать, что знаменатели дробных факторизаций взяты в форме Попова.

Cвязь между дробными факторизациями правильной рациональной матрицы-функции
G(z) и индексами и существенными многочленами последовательности G1, . . . , Gm, состав-
ленной из лорановских коэффициентов G(z), указана в следующих двух теоремах. В тео-
реме 1 показано, как строить индексы и существенные многочлены последовательности в
терминах дробных факторизаций.

Для матрицы A будем обозначать [A]j ([A]j) ее j-й столбец (j-ю строку).

Теорема 1. Пусть

G(z) = NR(z)D−1
R (z)

(
G(z) = D−1

L (z)NL(z)
)

– правая (левая) взаимно-простая дробная факторизация G(z) c матричным многочле-
ном DR(z) ((DL(z)), правильным по столбцам (строкам). Обозначим ρ1 6 . . . 6 ρq

(λ1 > . . . > λp) – столбцовые (строчные) степени DR(z) (DL(z)).
Пусть (UL(z), VL(z)), (UR(z), VR(z)) – минимальные решения уравнений Безу (6), (8),

соответственно.
Тогда числа

ρ1, . . . , ρq, m− λ1 + 1, . . . , m− λp + 1 (9)

– индексы, векторные многочлены

zρ1 [DR(z−1)]1, . . . , zρq [DR(z−1)]q, zm−λ1+1[VL(z−1)]1, zm−λp+1[VL(z−1)]p (10)

– правые существенные многочлены, и

[VR(z−1)]1, . . . , [VR(z−1)]q, [DL(z−1)]1, . . . , [DL(z−1]p

– левые существенные многочлены последовательности G1, . . . , Gm для любого m ≥ 2δ > 0.

Доказательство. Изложим только схему доказательства, поскольку она аналогична схеме
доказательства теоремы 6 из работы [9].

Считая известными дробные факторизации рациональной матрицы-функции G(z) и ми-
нимальные решения соответствующих уравнений Безу, нетрудно проверить, что для после-
довательности G1, . . . , Gm справедливо

zρj [DR(z−1)]j ∈ HR
ρj+1, zm−λj+1[VL(z−1)]j ∈ HR

m−λj+1.

Это означает, что числа (9) являются кандидатами на роль индексов, а векторные мно-
гочлены (10) – на роль правых существенных многочленов последовательности. Чтобы убе-
диться в этом, достаточно применить критерий существенности (теорема 4.1) из [3]. Анало-
гично может быть доказана вторая часть теоремы.

В теореме 1 построены существенные многочлены, которые дополнительно имеют сле-
дующие свойства:

1) свободные члены векторных многочленов R1(z), . . . , Rq(z) образуют обратимую мат-
рицу, а свободные члены многочленов Rq+1(z), . . . , Rp+q(z) равны нулю;

2) формальные старшие коэффициенты многочленов L1(z), . . . , Lq(z) равны нулю, а
старшие коэффициенты многочленов Lq+1(z), . . . , Lp+q(z) образуют обратимую матрицу.

10 Вестник ЮУрГУ. Серия ¿Математическое моделирование и программированиеÀ
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Существенные многочлены R1(z), . . . , Rp+q(z); L1(z), . . . , Lp+q(z), обладающие та-
кими свойствами, будем далее называть факторизационными существенными мно-
гочленами последовательности. Можно показать, что если системы многочленов
R1(t), . . . , Rp+q(z), L1(z), . . . , Lp+q(z) согласованы, и выполняется свойство 1 (свойство 2),
то автоматически выполняется свойство 2 (свойство 1). Другими словами, любая последо-
вательность имеет согласованные факторизационные существенные многочлены.

Теперь мы можем установить главный результат этого раздела, позволяющий находить
дробные факторизации и минимальные индексы рациональной матрицы-функции G(z), а
также получать минимальные решения соответствующих уравнений Безу в терминах индек-
сов и существенных многочленов конечной последовательности лорановских коэффициентов
G(z).

Теорема 2. Пусть G(z) – правильная рациональная матрица-функция размером p× q, δ
– ее степень МакМиллана, G1, . . . , Gm – последовательность, образованная из лорановских

коэффициентов G(z) при m > 2δ, и G(m)(z) =
m∑

k=1

Gk

zk – производящая функция последова-
тельности.

Пусть µ1, . . . , µp+q – индексы, а R1(z), . . . , Rp+q(z); L1(z), . . . , Lp+q(z) – произвольные
существенные многочлены последовательности.

Тогда правые и левые минимальные индексы G(z) находятся по формулам

ρ1 = µ1, . . . , ρq = µq; λ1 = m− µq+1, . . . , λp = m− µp+q.

Обозначим

DR(z) =
(
zµ1R1(z−1) . . . zµqRq(z−1)

)
, DL(z) =




Lq+1(z−1)
...

Lp+q(z−1)


 .

Тогда detDR(z) 6≡ 0, detDL(z) 6≡ 0, и матричные многочлены DR(z), DL(z) являются
знаменателями некоторых взаимно простых дробных факторизаций матрицы-функции
G(z):

G(z) = NR(z)D−1
R (z), G(z) = D−1

L (z)NL(z).

Матричные многочлены NR(z), NL(z) восстановливаются по последовательности
G1, . . . , Gm следующим образом:

NR(z) = P+

(
G(m)(z)DR(z)

)
, NL(z) = P+

(
DL(z)G(m)(z)

)
.

Здесь P+ – оператор проектирования, действующий по правилу P+

( k∑
j=−l

ajz
j
)

=
k∑

j=0
ajz

j.

Если существенные многочлены дополнительно выбраны факторизационными, то зна-
менатель DR(z) будет иметь форму, правильную по столбцам, а DL(z) – правильную по
строкам.

Наконец, если выбрать согласованные факторизационные существенные многочлены,
то можно получить и минимальные решения уравнений Безу:

VL(z) =
(
zµq+1Rq+1(z−1) . . . zµp+qRp+q(z−1)

)
, VR(z) =




L1(z−1)
...

Lq(z−1)


 ,

UL(z) = D−1
L (z)

(
Ip −NL(z)VL(z)

)
, UR(z) =

(
Iq − VR(z)NR(z)

)
D−1

R (z).
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Доказательство. Формулы для минимальных индексов и существование факторизацион-
ных существенных многочленов доказаны в теореме 1.

Как выше указывалось, любая правильная рациональная матрица-функция G(z)
допускает правую взаимно простую дробную факторизацию. Пусть G(z) = N̂R(z)D̂−1

R (z)
– любая такая факторизация. По теореме 1 тогда векторные многочлены
zρ1 [D̂R(z−1)]1, . . . , zρq [D̂R(z−1)]q, являются первыми q правыми существенными много-
членами. Условие m > 2δ гарантирует, что µq < µq+1. Из теоремы 3.1 работы [3] о
структуре ядра блочной теплицевой матрицы следует, что существуют скалярные много-
члены ŝij(z) от z степени не выше µj−µi, если µj−µi > 0 и ŝij(z) ≡ 0 при µj−µi < 0 такие,
что R̂j(z) =

∑q
i=1 ŝij(z)Ri(z), j = 1, . . . , q. Эти равенства можно переписать в матричной

форме
(
R̂1(z) . . . R̂q(z)

)
=

(
R1(z) . . . Rq(z)

)
Ŝ(z), Ŝ(z) = ‖ŝij(z)‖q

i,j=1. Отсюда получаем

D̂R(z) =
(
zµ1R1(z−1) . . . zµqRq(z−1)

)
S(z), (11)

где элементы матрицы S(z) определяются формулой sij(z) = zµj−µ1 ŝij(z−1). Таким образом,
матричный многочлен S(z) имеет такую же блочную структуру, что и Ŝ(z). Из этой струк-
туры видно, что он имеет постоянный определитель, а из (11) следует, что определитель
отличен от нуля. Значит, S(t) – унимодулярный матричный многочлен и потому

(
zµ1R1(z−1) . . . zµqRq(z−1)

)
= D̂R(z)S−1(z)

является знаменателем DR(z) некоторой правой взаимно простой дробной факторизации
G(z).

Если дополнительно существенные многочлены являются факторизационными, то мат-
рица Dcol

R является обратимой, т.е. DR(z) имеет форму, правильную по столбцам.
Для получения матричного числителя NR(z) нужно воспользоваться разложения-

ми (2.4) из [3]. Эти соотношения вместе с равенством NR(z) = G(z)DR(z) позволяют до-
казать, что NR(z) является полиномиальной частью рациональной дроби G(m)(z)DR(z).

Аналогично доказывается оставшаяся часть теоремы.

Продемонстрируем полученные результаты на числовом примере. Все вычисления про-
деланы с использованием системы компьютерной математики Maple.

Пример 1. Рассмотрим последовательность матриц

G1 =




1 0
2 0
0 1


 , G2 =




0 0
0 −2
0 1


 , G3 =




0 −1
0 0
0 1


 , G4 =




0 1
0 −4
0 1


 ,

G5 =




0 −3
0 4
0 1


 , G6 =




0 5
0 −12
0 1


 .

Восстановим по этим марковским параметрам рациональную матрицу-функцию G(z) со
степенью МакМиллана δ = 3 и построим для нее дробные факторизации. Обращение к
вышеупомянутой процедуре ExactEssPoly дает индексы последовательности

µ1 = 1, µ2 = 2, µ3 = µ4 = µ5 = 6,
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и матрицы, составленные из правых и левых согласованных факторизационных существен-
ных многочленов,

R =

(
1 −1

2z2 0 0 0
0 −1

2 − 1
2z + z2 z6 z4 z5

)
, L =




−1 0 0
−2z−1 0 0
z−1 1

2z−1 z−1

−1− z−1 1
2 0

1 −1
2 − 1

2z−1 −1




.

По теореме 2 получаем следующие значения для минимальных индексов

ρ1 = 1, ρ2 = 2, λ1 = λ2 = λ3 = 1,

знаменатели дробных факторизаций

DR(z) =

(
z −1

2

0 1− 1
2z − 1

2z2

)
, DL(z) =




z 1
2z z

−1− z 1
2 0

1 −1
2 − 1

2z −1




и числители

NR(z) =




1 0
2 1
0 −1− 1

2z


 , NL(z) =




2 1
−1 0
−1 0


 .

Таким образом,

G(z) =




1
z − 1

z(z−1)(z+2)

2
z − 2(z+1)

z(z−1)(z+2)

0 1
z−1


 .

Первые 6 лорановских коэффициентов этой матрицы-функции действительно совпадают с
заданными матрицами Gj .

3. Минимальная реализация
Применим результаты раздела 2 к задаче минимальной реализации. Знание взаимно

простой дробной факторизации G(z) позволяет построить минимальную реализацию, по-
этому мы можем получить решение задачи в терминах существенных многочленов конеч-
ного усечения последовательности марковских параметров G1, G2, . . . при условии, что нам
известна степень МакМиллана δ переходной матрицы-функции системы.

Теорема 3.
Пусть G(z) – правильная рациональная матрица-функция и δ – ее степень МакМил-

лана. Для произвольного m > 2δ составим из коэффициентов Лорана G(z) последователь-

ность G1, . . . , Gm и ее производящую функцию G(m)(z) =
m∑

k=1

Gk

zk .

Пусть µ1, . . . , µp+q – индексы, а α, ω – левый и правый дефекты этой последовательно-
сти. Построим из ее факторизационных существенных многочленов R1(z), . . . , Rp(z) мат-
ричные многочлены

DR(z) =
(
zµ1R1(z−1) . . . zµqRq(z−1)

)
, NR(z) = P+

(
G(m)(z)DR(z)

)
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и обозначим через Dcol – обратимую матрицу, составленную из старших коэффициентов
столбцов DR(z), а через [D−1

col ]j – j-ю строку матрицы D−1
col . Элементы dij(z) нормирован-

ного матричного многочлена D−1
colDR(z) имеют вид

dij(z) =

{
dii

0 + dii
1 z + . . . + dii

µi−1z
µi−1 + zµi , i = j,

dij
0 + dij

1 z + . . . + dij
µj−1z

µj−1, i 6= j.

Обозначим j-й столбец матричного многочлена NR(z) через [NR(z)]j; это – векторный
многочлен от z степени не выше µj:

[NR(z)]j = N j
0 + N j

1z + . . . + N j
µj−1z

µj−1.

Тогда минимальная реализация (A, B,C) рациональной матрицы-функции G(z) может
быть построена с помощью факторизационных правых существенных многочленов по сле-
дующим формулам:

A = ‖ Aij ‖q
i,j=α+1, Aii =




0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1

−dii
0 −dii

1 . . . −dii
µi−1


 , Aij =




0 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 0

−dij
0 . . . −dij

µj−1




,

где Aij – блок размером µi × µj;

B =




Bα+1
...

Bq


 , Bj =




0
...
0

[D−1
col ]j


 ,

где Bj – блок размером µj × q;

C =
(
Cα+1 Cα+2 . . . Cq

)
, Cj =

(
N j

0 N j
1 . . . N j

µj−1

)
,

где Cj – блок размером p× µj.

Доказательство. В теореме 2 показано, что DR(z), NR(z) являются, соответственно, зна-
менателем и числителем правой взаимно простой дробной факторизации G(z), причем зна-
менатель DR(z) имеет правильную по столбцам форму, и индексы µj последовательности
совпадают с левыми минимальными индексами ρj для j = 1, . . . , q.

Известно, что знание дробной факторизации переходной матрицы-функции G(z) систе-
мы позволяет построить минимальную реализацию этой системы [13].

Непосредственные вычисления с использованием полиномиальных моделей Фурмана
(XDR

, SDR
) [13] тогда дают вышеприведенные формулы для A, B, C.

Аналогичным образом минимальная реализация G(z) может быть построена с помощью
факторизационных левых существенных многочленов.

Пример 2. Построим минимальную реализацию для рациональной матрицы-функции G(z)
из примера 1.

Матрица Dcol и нормированный знаменатель в этом случае имеют вид

Dcol =
(

1 0
0 −1

2

)
, D−1

colDR(z) =
(

z −1
2

0 −2 + z + z2

)
.
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Вычисление A, B, C дает следующие блочные матрицы:

A =




0 1
2 0

0 0 1
0 2 −1


 , B =




1 0
0 0
0 −2


 , C =




1 0 0
2 1 0
0 −1 −1

2


 .

Проверка показывает, что C(zI −A)−1B действительно совпадает с G(z).
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On a Problem of Minimal Realization
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It’s supposed that for a discrete-time linear time-invariant system Σ the McMillan
degree δ and a finite sequence of the Markov parameters G1, . . . , Gm, m > 2δ, are known.
The problems of reconstruction a transfer function G(z) of the system, minimal indices
and coprime fractional factorizations of G(z), minimal solutions of the appropriate Bezout
equations, the minimal realization of Σ from these dates are considered. There are various
algorithms to solve each of these problems. In the work we propose an unified approach
to study the problems. The approach is based on the method of indices and essential
polynomials of a finite sequence of matrices. This method was developed in connection with
the problem of an explicit construction of the Wiener – Hopf factorization for meromorphic
matrix functions. It is shown that we can obtain the solutions of all the above problems
as soon as we find the indices and essential polynomials of the sequence G1, . . . , Gm. The
calculation of the indices and essential polynomials can be realized by means of linear
algebra. For matrices with entries from the field of rational numbers we have implemented
the algorithm in procedure ExactEssPoly in Maple.

Keywords: discrete-time linear time-invariant systems, fractional factorization,
minimal realization.
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