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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è óïðàâëåíèÿ èíñòðóìåíòîì ïðè ëèñòîâîé ðåçêå
íà ìàøèíàõ ñ ×ÏÓ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èñõîäíàÿ ïîñòàíîâêà îñëîæíåíà ðàçëè÷íûìè
îãðàíè÷åíèÿìè. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ðåøåíèå âîçíèêàþùåé çàäà÷è ìàðøðóòèçàöèè,
ñîáëþäàþùåå îãðàíè÷åíèÿ è ìèíèìèçèðóþùåå àääèòèâíûé êðèòåðèé, âêëþ÷àþùèé
ñòîèìîñòè (âíåøíèõ) ïåðåìåùåíèé è ≪âíóòðåííèõ≫ ðàáîò, ñâÿçàííûõ ñ ðåçêîé äåòà-
ëåé ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó. Ñîáëþäåíèå îãðàíè÷åíèé ïðåäïîëàãàåòñÿ îáåñïå÷èâàòü çà
ñ÷åò ñïåöèàëüíîãî çàäàíèÿ ôóíêöèé ñòîèìîñòè, ò.å. (ïî ñóòè) çà ñ÷åò ôîðìèðîâàíèÿ
øòðàôîâ çà íàðóøåíèå òðåáóåìûõ óñëîâèé. Ãëàâíóþ ðîëü èãðàåò ïðè ýòîì ïðîöåäóðà
íà áàçå øèðîêî ïîíèìàåìîãî äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Êîíñòðóèðóåìûé íà
äàííîé îñíîâå àëãîðèòì ðåàëèçîâàí â âèäå ñòàíäàðòíîé ïðîãðàììû íà ìíîãîÿäåðíîé
ÏÝÂÌ. Èçëîæåíèå ýòîãî àëãîðèòìà ñîñòàâëÿåò îñíîâíóþ öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàðøðóòíûå çàäà÷è; óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ; èíæåíåðíûå

îãðàíè÷åíèÿ.

Ââåäåíèå

Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì èíñòðóìåíòà ïðè ëèñòîâîé ðåçêå äåòàëåé íà ìàøè-
íàõ ñ ×ÏÓ ÿâëÿåòñÿ âåñüìà àêòóàëüíîé â èíæåíåðíûõ ïðèëîæåíèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ ðàñ-
êðîåì, è, âìåñòå ñ òåì, ñîäåðæèò ñóùåñòâåííûå òðóäíîñòè êàê êà÷åñòâåííîãî õàðàêòå-
ðà, òàê è â ÷àñòè âû÷èñëèòåëüíîé ðåàëèçàöèè. Äåëî â òîì, ÷òî îíà èìååò äîñòàòî÷íî
áîëüøóþ ðàçìåðíîñòü è âêëþ÷àåò áîëüøîå ÷èñëî ðàçíîîáðàçíûõ îãðàíè÷åíèé (óñëî-
âèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ, æåñòêîñòè ëèñòà è äåòàëåé, òåïëîâûå äîïóñêè è äð.); ñì. [1�4]
è äð. Ðå÷ü èäåò î ïîñòðîåíèè òðàåêòîðèè, ïîñåùàþùåé (â ðåæèìå ðåçêè ïî çàìêíó-
òîìó êîíòóðó) ýêâèäèñòàíòû êîíòóðîâ âûðåçàåìûõ äåòàëåé ñ îñóùåñòâëåíèåì âñÿêèé
ðàç âûáîðà êîíêðåòíîãî íàïðàâëåíèÿ ðåçà ïðè ñîáëþäåíèè áîëüøîé ñåðèè óñëîâèé
òåõíîëîãè÷åñêîãî õàðàêòåðà. Ýêâèäèñòàíòû ôîðìèðóþòñÿ ñ òåì, ÷òîáû â ïðîöåññå
ðåçêè ìîæíî áûëî áû èçáåæàòü ïîâðåæäåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ äåòàëåé; ïîýòîìó è
îñóùåñòâëÿåòñÿ ðåçêà ñ íåêîòîðûì çàïàñîì. Ñàìè ïîäõîäû ê ýêâèäèñòàíòàì è áëèç-
êèå ê íèì òî÷êè ïîêèäàíèÿ ýêâèäèñòàíò (ïî çàâåðøåíèþ ðåçà) ìîãóò â ïðèíöèïå âû-
áèðàòüñÿ ïðîèçâîëüíî èç ñîîòâåòñòâóþùèõ êîíòèíóàëüíûõ ìíîæåñòâ. Îäíàêî òðóä-
íîñòè êà÷åñòâåííîãî õàðàêòåðà (ìû ïîëó÷àåì äëÿ ñëó÷àÿ ≪íåïðåðûâíûõ≫ ýêâèäè-
ñòàíò ìíîãîìåðíóþ çàäà÷ó íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñî ñëîæíûìè îãðàíè÷å-
íèÿìè) âûíóæäàþò ê èñïîëüçîâàíèþ äèñêðåòèçàöèé, êîòîðûå, âïðî÷åì, àïïðîêñè-
ìèðóþò [5, 6] ïî ðåçóëüòàòó èñõîäíóþ äèñêðåòíî-íåïðåðûâíóþ çàäà÷ó â äîñòàòî÷íî
øèðîêîì äèàïàçîíå óñëîâèé.

1. Îáñóæäåíèå çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñîäåðæàòåëüíóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è, ôèêñèðóÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîé
ïðÿìîóãîëüíèê íà ïëîñêîñòè, â ïðåäåëàõ êîòîðîãî íàìå÷åíû äåòàëè Λ1, ...,Λn, ïîäëå-
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æàùèå ðåçêå. Êàæäàÿ èç äåòàëåé Λj âêëþ÷àåò îäèí èëè íåñêîëüêî çàìêíóòûõ êîíòó-
ðîâ, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ ñîñòàâëÿåò ãðàíèöó Λj. Â ñâîþ î÷åðåäü, âîçëå êàæäîãî èç
êîíòóðîâ óêàçàíà ýêâèäèñòàíòà, îïðåäåëÿþùàÿ áåçîïàñíûé ðåæèì ðåçêè äëÿ äàííî-
ãî êîíòóðà. Ïîñêîëüêó â ïðîöåññå ðåçêè ìû èìååì äåëî òîëüêî ñ äàííûìè (ïîïàðíî
äèçúþíêòíûìè) ýêâèäèñòàíòàìè, çàíóìåðóåì èõ ïîäðÿä, ïîëó÷àÿ çàìêíóòûå êðèâûå
M1, ...,MN , ãäå N � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, N ≥ 2. Ïðè ýòîì êàæäîå èç ìíîæåñòâ Mj �
êîìïàêò íà ïëîñêîñòè.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò èíñòðóìåíò íàõîäèòñÿ â òî÷êå x0 îáúåìëþùåãî ïðÿìîóãîëü-
íèêà, íå ïðèíàäëåæàùåé íè îäíîé èç ýêâèäèñòàíò. Ðåàëüíûé ïðîöåññ ðåçêè ñîñòîèò
â ñëåäóþùåì: âûáèðàåòñÿ ñïîñîá α íóìåðàöèè ýêâèäèñòàíò, ïðè êîòîðîì èõ íàáîð
óïîðÿäî÷èâàåòñÿ â âèäå Mα(1), ...,Mα(N), ïîñëå ÷åãî èíñòðóìåíò ïîñëåäîâàòåëüíî ïî-
ñåùàåò ìíîæåñòâà íàáîðà â î÷åðåäíîñòè α. Èòàê, ïåðâîé ïîñåùàåòñÿ ýêâèäèñòàíòà
Mα(1), çàòåì Mα(2) è ò.ä. Ïðè êàæäîì ïîñåùåíèè èíñòðóìåíò ïðèáûâàåò â òî÷êó,
áëèçêóþ ê ñîîòâåòñòâóþùåé ýêâèäèñòàíòå; îñóùåñòâëÿåòñÿ âðåçêà, ïîñëå ÷åãî èíñòðó-
ìåíò âûõîäèò íà ýêâèäèñòàíòó. Ïðè ýòîì, èñõîäÿ èç òåõíîëîãè÷åñêèõ óñëîâèé, âûáè-
ðàåòñÿ íàïðàâëåíèå ðåçà (ïî ÷àñîâîé èëè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè), ïîñëå âûïîëíåíèÿ
êîòîðîãî èíñòðóìåíò âíîâü ïîïàäàåò â òî÷êó íà÷àëà ðåçà, èç êîòîðîé ïåðåìåùàåòñÿ ê
òî÷êå âûêëþ÷åíèÿ èíñòðóìåíòà. Ïîñëåäíÿÿ áëèçêà ê òî÷êå âðåçêè. Èòàê, ïîñåùåíèå
ýêâèäèñòàíòû ñâÿçûâàåòñÿ ñ âûáîðîì òðåõ ñîñåäíèõ òî÷åê, êîòîðûå â ïåðâîì ïðèáëè-
æåíèè ìîæíî îòîæäåñòâèòü, ïîëó÷àÿ óïðîùåííóþ çàäà÷ó. Ñ ó÷åòîì ïîëîæåíèé [5,6]
äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ âîçíèêàþùåé äèñêðåòíî-íåïðåðûâíîé çàäà÷è ìàðøðó-
òèçàöèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìîäåëè äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè (ÄÎ), ïîçâîëÿþùèå
äîñòèãàòü ýêñòðåìóì èñõîäíîé (óïðîùåííîé) çàäà÷è ñ ëþáîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè. Â
îñíîâå èõ ïîñòðîåíèÿ íàõîäèòñÿ èäåÿ äèñêðåòèçàöèè ýêâèäèñòàíò, ò.å. îáðàùåíèå ê
ìîäåëè ñâîåîáðàçíûõ ìåãàïîëèñîâ (íèæå èñïîëüçóåòñÿ äàííàÿ òåðìèíîëîãèÿ). Áîëåå
òîãî, â ðàìêàõ äàííîé ìîäåëè ÄÎ êàæäóþ èç òî÷åê, îáðàçóþùèõ â ñîâîêóïíîñòè
ñåòêó íà ñîîòâåòñòâóþùåé ýêâèäèñòàíòå, ìîæíî ≪ðàçóêðóïíèòü≫, âíîâü çàìåíèâ åå
òðèïëåòîì, âêëþ÷àþùèì òî÷êè âðåçêè è âûêëþ÷åíèÿ èíñòðóìåíòà, à òàêæå òî÷êó
íà ýêâèäèñòàíòå, îïðåäåëÿþùóþ íà÷àëî ðåçà. Ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, ïîñëåäíÿÿ òî÷êà
ðåàëèçóåòñÿ ïðè äèñêðåòèçàöèè ýêâèäèñòàíòû, à äâå ïåðâûå (áëèçêèå ê íåé òî÷êè)
äîáàâëÿþòñÿ ñ ó÷åòîì ñîîáðàæåíèé òåõíîëîãè÷åñêîãî õàðàêòåðà. Âðåìÿ, çàòðà÷èâà-
åìîå íåïîñðåäñòâåííî íà ðåç âñåõ êîíòóðîâ, îäíî è òî æå äëÿ âñåõ ðåøåíèé èñõîäíîé
çàäà÷è, à ïîòîìó åãî ìîæíî ≪èñêëþ÷èòü≫ èç ñîâîêóïíîãî êðèòåðèÿ.

Íàïðàâëåíèå ðåçà ïî êàæäîé ýêâèäèñòàíòå äîëæíî áûòü óêàçàíî â êà÷åñòâå êîì-
ïîíåíòû ñîâîêóïíîãî ðåøåíèÿ. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ, îäíàêî, ÷òî ýòî ìîæíî ñäåëàòü ≪âî
âòîðóþ î÷åðåäü≫, ðàñïîëàãàÿ óæå íåêîòîðûì ≪êàðêàñíûì≫ ðåøåíèåì â âèäå ïàðû
ìàðøðóò-òðàññà. Äàííîå ðåøåíèå ñâÿçûâàåòñÿ âñåãî ëèøü ñ ïîñåùåíèåì ìåãàïîëèñîâ;
ïðîöåññû, ñâÿçàííûå ñ âûïîëíåíèåì ðåçà, èç ïîñòàíîâêè íà ýòîì óðîâíå èñêëþ÷àþòñÿ.
Ïîñëå îñóùåñòâëåíèÿ îïòèìèçàöèè, ò.å. ïîñëå íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî äîïóñòèìî-
ãî ðåøåíèÿ (ÄÐ), íàïðàâëåíèå ðåçà ïî êàæäîé îòäåëüíî âçÿòîé ýêâèäèñòàíòå ìîæåò
áûòü ðåêîíñòðóèðîâàíî.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è ïîñëåäîâàòåëüíîãî îáõîäà ìåãà-
ïîëèñîâ; ýòàï äèñêðåòèçàöèè ≪íåïðåðûâíûõ≫ ýêâèäèñòàíò, ðåàëèçóåìûé ïî ñõåìå [6],
ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåííûì. Íà êàæäîé èç ýêâèäèñòàíò íàìå÷åíû êîíå÷íûå ìíîæå-
ñòâà (ñåòêè) âîçìîæíûõ òî÷åê íà÷àëà ðåçà, êàæäîé èç êîòîðûõ ñîïîñòàâëåíû òî÷êà
âðåçêè è òî÷êà âûêëþ÷åíèÿ èíñòðóìåíòà. Ðàáîòà, ñâÿçûâàåìàÿ ñ ïîñåùåíèåì êàæ-
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äîãî ìåãàïîëèñà (ëîêàëèçîâàííîãî âîçëå ýêâèäèñòàíòû), îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå çàòðàò
(îáû÷íî âðåìåííûõ) íà ïåðåìåùåíèå îò òî÷êè âðåçêè ê òî÷êå íà÷àëà ðåçà è îò ýòîé
ïîñëåäíåé ê òî÷êå âûêëþ÷åíèÿ èíñòðóìåíòà. Èòàê, ìû ïîëó÷àåì ìîäåëü ìåãàïîëè-
ñîâ ñ âíóòðåííèìè ðàáîòàìè, äëÿ êîòîðîé ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó ÄÎ. Çàìåòèì, ÷òî
òðàäèöèîííûå óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ â ýòîé ìîäåëè îòíîñÿòñÿ òîëüêî ê âàðèàí-
òàì íóìåðàöèè ìåãàïîëèñîâ; ýòè âàðèàíòû, ÿâëÿþùèåñÿ ïåðåñòàíîâêàìè èíäåêñîâ,
íèæå èìåíóþòñÿ ìàðøðóòàìè, â òî âðåìÿ êàê òðàåêòîðèè ïîñåùåíèÿ ìåãàïîëèñîâ
ðàññìàòðèâàþòñÿ â êà÷åñòâå òðàññ.

Îãðàíè÷åíèÿ äèíàìè÷åñêîãî õàðàêòåðà, ñâÿçàííûå, â ÷àñòíîñòè, ñ òåïëîâûìè äî-
ïóñêàìè, êàñàþòñÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü òðàññ, ÷òî îòðàæàåòñÿ çàòåì è íà âûáîðå ìàðø-
ðóòîâ. Â [7] óêàçàí îáùèé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé ïðè òàêèõ
îãðàíè÷åíèÿõ; ïîñëåäíèå ÿâíûì îáðàçîì ïðèñóòñòâóþò â ïîñòàíîâêå [7] íàðÿäó ñ
óñëîâèÿìè ïðåäøåñòâîâàíèÿ è ôóíêöèÿìè ñòîèìîñòè, çàâèñÿùèìè îò ñïèñêà çàäà-
íèé. Äðóãîé âàðèàíò (ñì. [8]), èñïîëüçóåìûé â íàñòîÿùåé ðàáîòå, ñîñòîèò â òàêîì
ïðåîáðàçîâàíèè ôóíêöèé ñòîèìîñòè, ïðè êîòîðîì íàðóøåíèå îãðàíè÷åíèé (ôîðìàëü-
íî ðàçðåøàåìîå) ïðèâîäèò ê áîëüøèì ïîòåðÿì â ñìûñëå äîñòèãàåìîãî êà÷åñòâà. Ïî
ñóùåñòâó ðå÷ü èäåò îá èñïîëüçîâàíèè øòðàôîâ çà íàðóøåíèå îãðàíè÷åíèé. Ñåðüåçíîé
ïðîáëåìîé ïðè äàííîì ïîäõîäå ÿâëÿåòñÿ ñàìî ïîñòðîåíèå óñëîæíåííûõ óïîìÿíóòûì
îáðàçîì ôóíêöèé ñòîèìîñòè. Îäèí èç âàðèàíòîâ òàêîãî ïîñòðîåíèÿ ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ â ñòàòüå â ñâÿçè ñ ïîñëåäóþùåé ðåàëèçàöèåé øèðîêî ïîíèìàåìîãî äèíàìè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÄÏ); ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì [8].

Èññëåäóåìàÿ çàäà÷à ìàðøðóòèçàöèè èìååò ñâîèì ïðîòîòèïîì èçâåñòíóþ òðóä-
íîðåøàåìóþ [9] çàäà÷ó êîììèâîÿæåðà (TSP â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå); ñì. [10�17]
è äð. Îòìåòèì ðàáîòû [15,16], ñâÿçàííûå ñ ïðèìåíåíèåì ÄÏ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è êîì-
ìèâîÿæåðà, à òàêæå ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö (ñì. [17]). Â ñâÿçè ñ ëèñòîâîé ðåçêîé íà
ìàøèíàõ ñ ×ÏÓ îòìåòèì (íàðÿäó ñ [1]) ðàáîòû [18�21], ãäå îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿ-
åòñÿ ýâðèñòè÷åñêèì àëãîðèòìàì. Ïîäõîä, ðàçâèâàåìûé â íàñòîÿùåé ðàáîòå, âîñõîäèò
ê [22], ãäå ðàññìàòðèâàëèñü ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàðøðóòèçàöèè, îñíîâàííûå íà
èäåÿõ øèðîêî ïîíèìàåìîãî ÄÏ.

2. Îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ îáùåãî õàðàêòåðà

Èñïîëüçóåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííàÿ ñèìâîëèêà (êâàíòîðû, ñâÿç-
êè, ∅ � ïóñòîå ìíîæåñòâî). Ñåìåéñòâîì íàçûâàåì ìíîæåñòâî, âñå ýëåìåíòû êîòîðîãî
� ìíîæåñòâà. Ïðîèçâîëüíûì îáúåêòàì x, y ñîïîñòàâëÿåì ìíîæåñòâî {x; y}, ñîäåðæà-
ùåå x, y è íå ñîäåðæàùåå íèêàêèõ äðóãèõ ýëåìåíòîâ. Åñëè z � îáúåêò, òî {z} △

= {z; z}
åñòü ñèíãëåòîí, ñîäåðæàùèé z (îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî, äëÿ êîòîðîãî z ∈ {z}).
Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáûõ äâóõ îáúåêòîâ u è v â âèäå (u, v)

△
= {{u}; {u; v}} èìååì óïî-

ðÿäî÷åííóþ ïàðó (ÓÏ) ñ ïåðâûì ýëåìåíòîì u è âòîðûì ýëåìåíòîì v; ñì. [23, ñ. 67].
Åñëè z åñòü ÓÏ, òî ÷åðåç pr1(z) è pr2(z) îáîçíà÷àåì ñîîòâåòñòâåííî ïåðâûé è âòîðîé
ýëåìåíòû z, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâîì z = (pr1(z), pr2(z)).

Åñëè a, b è c � îáúåêòû, òî ïðèíèìàåì (a, b, c)
△
= ((a, b), c) (òðèïëåò îïðåäåëÿåì

ïîäîáíî [24, ñ. 17]). Ñîîòâåòñòâåííî, èìååì [24, ñ. 17] äëÿ âñÿêèõ íåïóñòûõ ìíîæåñòâ

A, B è C, ÷òî A × B × C
△
= (A × B) × C; åñëè ϕ åñòü îòîáðàæåíèå èç A × B × C â

íåïóñòîå ìíîæåñòâî D, x ∈ A×B è y ∈ C, òî îïðåäåëåíî çíà÷åíèå ϕ(x, y) ∈ D è ïðè
ýòîì ϕ(x, y) = ϕ(pr1(x), pr2(x), y).
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Êàê îáû÷íî, R � âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ ñ îáû÷íîé óïîðÿäî÷åííîñòüþ ≤, R+
△
=

{ξ ∈ R | 0 ≤ ξ}, N △
= {1; 2; ...}, N0

△
= {0}

∪
N = {0; 1; 2; ...} è p, q = {t ∈ N0 | (p ≤

t)&(t ≤ q)} ∀p ∈ N0 ∀q ∈ N0. Åñëè K � íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî ÷åðåç
|K|, |K| ∈ N, îáîçíà÷àåòñÿ åãî ìîùíîñòü; ÷åðåç (bi)[K] îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ

áèåêöèé [25, ñ. 87] ≪ïðîìåæóòêà≫ 1, |K| íà K. Êðîìå òîãî, ïîëàãàåì, ÷òî |∅| △
= 0.

Ïåðåñòàíîâêà íåïóñòîãî ìíîæåñòâà åñòü [25, ñ. 87] áèåêöèÿ ýòîãî ìíîæåñòâà íà ñåáÿ.
Äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà H ÷åðåç P(H) îáîçíà÷àåì ñåìåéñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ

(ï/ì) H; P ′(H)
△
= P(H)\{∅} � ñåìåéñòâî âñåõ íåïóñòûõ ï/ì H, à Fin(H) åñòü ïî îïðå-

äåëåíèþ ñåìåéñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ èç P ′(H), ò.å. ñåìåéñòâî âñåõ íåïóñòûõ
êîíå÷íûõ ï/ì H.

×åðåç R+[T ] îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ
ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà íåïóñòîì ìíîæåñòâå T ; åñëè f ∈ R+[T ], òî f : T → R+.

Åñëè X è Y � íåïóñòûå ìíîæåñòâà, g : X → Y è Z ∈ P(X), òî g1(Z)
△
= {g(z) : z ∈

Z} åñòü îáðàç ìíîæåñòâà Z; g1(Z) ̸= ∅ ïðè Z ̸= ∅.

3. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ñîâñåì êðàòêî èçëàãàåòñÿ îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è, ïðè-
âåäåííàÿ â [8]. Ôèêñèðóåì íåïóñòîå ìíîæåñòâî X (â êîíêðåòíîé çàäà÷å, ñâÿçàííîé ñ
ëèñòîâîé ðåçêîé,X � ïðÿìîóãîëüíèê íà ïëîñêîñòè), x0 ∈ X,N ∈ N,N ≥ 2, ìíîæåñòâà

M1 ∈ Fin(X), ...,MN ∈ Fin(X), (1)

à òàêæå îòíîøåíèÿ (ï/ì äåêàðòîâûõ ïðîèçâåäåíèé) M1 ∈ P ′(M1 × M1), ...,MN ∈
P ′(MN ×MN). Èòàê,

∅ ̸= M1 ⊂ M1 ×M1, ..., ∅ ̸= MN ⊂ MN ×MN . (2)

Ïîëàãàåì äàëåå, ÷òî x0 /∈ Mj ∀j ∈ 1, N . Ïóñòü Mp

∩
Mq = ∅ ∀p ∈ 1, N ∀q ∈ 1, N \ {p}.

Çàìå÷àíèå 1. Â êîíêðåòíîé çàäà÷å, ñâÿçàííîé ñ ëèñòîâîé ðåçêîé íà ìàøèíàõ ñ
×ÏÓ, (1) è (2) èìåþò ñëåäóþùèé ñìûñë: ïðè j ∈ 1, N ìíîæåñòâî Mj åñòü íåïó-
ñòîå ïëîñêîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ñîñòàâëåííîå èç âîçìîæíûõ òî÷åê âðåçêè (ÂÒÂ) è
îòâå÷àþùèõ èì òî÷åê âûêëþ÷åíèÿ èíñòðóìåíòà (ÒÂÈ), ðàñïîëîæåííûõ âáëèçè ýê-
âèäèñòàíòû Mj (ñì. ðàçäåë 1) (íàïîìíèì, ÷òî êàæäàÿ ïàðà ÂÒÂ è ÒÂÈ äîïîëíÿåòñÿ
åäèíñòâåííûì îáðàçîì òî÷êîé íà÷àëà ðåçà, ëåæàùåé íà Mj è ïîëó÷åííîé ïðè äèñ-
êðåòèçàöèè ýêâèäèñòàíò). Â (2) ìû (ïðè j ∈ 1, N) ãðóïïèðóåì ÂÒÂ è ÒÂÈ, ñîñòàâëÿÿ
èç íèõ ÓÏ (êàæäàÿ ÒÂÈ ñîïîñòàâëÿåòñÿ ñâîåé òî÷êå âðåçêè); ñîâîêóïíîñòü âñåõ ÓÏ
óïîìÿíóòîãî òèïà ñîñòàâëÿåò îòíîøåíèå Mj.

Ìíîæåñòâà (1) èìåíóåì äàëåå ìåãàïîëèñàìè. Òîãäà (ñì. [8, ðàçäåë 3]) ïðåäìåòîì
íàøåãî èññëåäîâàíèÿ áóäóò ïðîöåññû âèäà

(x(0) △=x0)−→(x1,1 ∈ Mα(1) x1,2 ∈ Mα(1))→ ...→(xN,1 ∈ Mα(N)  xN,2 ∈ Mα(N)), (3)

ãäå (x1,1, x1,2) ∈ Mα(1), ..., (xN,1, xN,2) ∈ Mα(N); çäåñü α ∈ P, ãäå (çäåñü è íèæå) P △
=

(bi)[1, N ] (íà âûáîð α íàêëàäûâàþòñÿ òàêæå óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ). Ñõåìà (3)
î÷åâèäíûì îáðàçîì ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

x0 → ((x1,1, x1,2) ∈ Mα(1)) → ... → ((xN,1, xN,2) ∈ Mα(N)); (4)
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ïîëàãàÿ z1
△
= (x1,1, x1,2), ..., zN

△
= (xN,1, xN,2), ìû ïîëó÷àåì â (4) ðåàëèçàöèþ ïðîöåññà

â âèäå ñèñòåìû ÓÏ (z1, ..., zN), êîòîðóþ óäîáíî äîïîëíèòü (âìåñòî x0) ñòàðòîâîé ÓÏ
z0 = (x0, x0). Êîðòåæ (z0, z1, ..., zN) ðàññìàòðèâàåì â êà÷åñòâå òðàåêòîðèè èëè òðàññû.

Óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ. Ôèêñèðóåì îòíîøåíèå K ∈ P(1, N × 1, N) (èòàê,
K ⊂ 1, N × 1, N ; ñëó÷àé K = ∅ íå èñêëþ÷àåòñÿ), ïîëàãàÿ äàëåå, ÷òî ∀K0 ∈ P ′(K)
∃z0 ∈ K0 : pr1(z0) ̸= pr2(z) ∀z ∈ K0. Òîãäà [22, ÷àñòü 2] èìååì ñëåäóþùåå ñâîéñòâî:

A
△
= {α ∈ P | ∀z ∈ K ∀t1 ∈ 1, N ∀t2 ∈ 1, N (z = (α(t1), α(t2))) ⇒ (t1 < t2)} = {α ∈ P |

α−1(pr1(z)) < α−1(pr2(z)) ∀z ∈ K} ∈ P ′(P) (èòàê, A ∈ Fin(P)); ýëåìåíòû A íàçîâåì
äîïóñòèìûìè ïî ïðåäøåñòâîâàíèþ (K-äîïóñòèìûìè) ìàðøðóòàìè. Ñ öåëüþ ââåäåíèÿ
òðàññ è äëÿ íåêîòîðûõ äðóãèõ ïîñòðîåíèé ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ï/ì X: ∀j ∈ 1, N

(Mj
△
= {pr1(z) : z ∈ Mj})&(Mj

△
= {pr2(z) : z ∈ Mj}). Òîãäà, êàê ëåãêî âèäåòü, èìååì,

÷òî X △
= (

N∪
i=1

Mi)
∪
{x0} ∈ Fin(X), X

△
= (

N∪
i=1

Mi)
∪
{x0} ∈ Fin(X), X̃ △

= X
∪

X ∈ Fin(X).

Ñ ýòèõ ïîð ïðè îïðåäåëåíèè òðàññû ìû âìåñòî X èñïîëüçóåì ìíîæåñòâî X̃. Â ýòîé
ñâÿçè ïîëàãàåì, ÷òî Z åñòü ìíîæåñòâî âñåõ êîðòåæåé z : 0, N → X̃ × X. Òîãäà ïðè

α ∈ P â âèäå Zα
△
= {z ∈ Z | (z0 = (x0, x0))&(zt ∈ Mα(t) ∀t ∈ 1, N)} ∈ Fin(Z) èìååì

(íåïóñòîå êîíå÷íîå) ìíîæåñòâî âñåõ òðàññ ïîñåùåíèÿ ìåãàïîëèñîâ, ñîãëàñîâàííûõ ñ

ìàðøðóòîì α. Ýëåìåíòû (íåïóñòîãî êîíå÷íîãî) ìíîæåñòâà D
△
= {(α, z) ∈ A × Z |

z ∈ Zα} ∈ Fin(A × Z) íàçûâàåì ÄÐ (ôîðìóëèðóåìîé íèæå çàäà÷è). Ïóñòü N
△
=

P ′(1, N).
Ôóíêöèè ñòîèìîñòè. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ àääèòèâíîãî êðèòåðèÿ êà÷åñòâà ââåäåì

è çàôèêñèðóåì ôóíêöèè

c ∈ R+[X× X×N], c1 ∈ R+[X×X×N], ..., cN ∈ R+[X×X×N], f ∈ R+[X]. (5)

Ôóíêöèÿ c â (5) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îöåíêè âíåøíèõ ïåðåìåùåíèé, ôóíêöèè c1, ..., cN �
äëÿ îöåíêè ðàáîò, ñâÿçàííûõ ñ ïîñåùåíèåì ìåãàïîëèñîâ, à f � äëÿ îöåíêè òåðìèíàëü-

íîãî ñîñòîÿíèÿ. Åñëè α ∈ P è z ∈ Zα, òî Cα[z]
△
=

N∑
t=1

[c(pr2(z(t−1)), pr1(z(t)), α
1(t, N))+

cα(t)(z(t), α
1(t, N))]+f(pr2(z(N))). Â êà÷åñòâå îñíîâíîé ðàññìàòðèâàåì ñëåäóþùóþ çà-

äà÷ó
Cα[z] → min, (α, z) ∈ D. (6)

Ñ çàäà÷åé (6) ñâÿçûâàåòñÿ íåïóñòîå ìíîæåñòâî îïòèìàëüíûõ ÄÐ è çíà÷åíèå (äàííîé
çàäà÷è) èëè ýêñòðåìóì

V
△
= min

(α,z)∈D
Cα[z] = min

α∈A
min
z∈Zα

Cα[z] ∈ R+. (7)

Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå çíà÷åíèÿ (7) è êàêîãî-ëèáî îïòèìàëüíîãî ÄÐ.

4. Äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (6) ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü âàðèàíò [7,8] øèðîêî ïîíèìà-
åìîãî ÄÏ, âîñõîäÿùèé ê [22, � 4.9]. Ðå÷ü èäåò î ïîñòðîåíèè ñëîåâ ôóíêöèè Áåëëìàíà,
îòâå÷àþùèõ åñòåñòâåííîìó ðàñøèðåíèþ çàäà÷è (6), ñâÿçàííîìó ñ ïîñòðîåíèåì ÷à-
ñòè÷íûõ (èëè óêîðî÷åííûõ) çàäà÷; ñì., íàïðèìåð, [8, ðàçäåë 4]. Â äàííîì êðàòêîì
èçëîæåíèè ìû ñòðåìèìñÿ ê ïîñòðîåíèþ àëãîðèòìà, à ïîòîìó îïóñêàåì òåîðåòè÷åñêèå
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êîíñòðóêöèè, ïîäðîáíî èçëîæåííûå â [7, 8] è â ðÿäå äðóãèõ ðàáîò (èäåéíîé îñíîâîé
ÿâëÿåòñÿ ñõåìà [22, � 4.9]).

Ïîëàãàåì, ÷òî G △
= {K ∈ N | ∀z ∈ K (pr1(z) ∈ K) ⇒ (pr2(z) ∈ K)}, ïîëó÷àÿ

ñåìåéñòâî ñóùåñòâåííûõ ñïèñêîâ (çàäàíèé); ïóñòü òàêæå

Gs
△
= {K ∈ G | s = |K|} ∀s ∈ 1, N. (8)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî GN = {1, N}, à G1 = {{t} : t ∈ 1, N \K1}, ãäå K1
△
= {pr1(z) : z ∈ K}.

Ââåäåì îïåðàòîð âû÷åðêèâàíèÿ I, äåéñòâóþùèé â N ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: åñëè
K ∈ N, òî

I(K)
△
= K \ {pr2(z) : z ∈ Ξ[K]}, (9)

ãäå Ξ[K]
△
= {z ∈ K | (pr1(z) ∈ K)&(pr2(z) ∈ K)}. Èçâåñòíî, ÷òî

Gs−1 = {K \ {t} : K ∈ Gs, t ∈ I(K)} ∀s ∈ 2, N. (10)

Èòàê (ñì. (9), (10)), îïðåäåëåíà ðåêóððåíòíàÿ ïðîöåäóðà GN → GN−1 → ... → G1,
ãäå GN èçâåñòíî, à ïðåîáðàçîâàíèå ñïèñêîâ ñîîòâåòñòâóåò (10). Ñ ïîìîùüþ ñïèñêîâ
(8) êîíñòðóèðóþòñÿ ñëîè ïðîñòðàíñòâà ïîçèöèé, îáîçíà÷àåìûå ÷åðåç D0, D1, ..., DN .
Ïîëàãàåì, ÷òî

D0
△
= {(x, ∅) : x ∈ M̃}, (11)

ãäå M̃ åñòü îáúåäèíåíèå âñåõ ìíîæåñòâ Mi, i ∈ 1, N \K1. Êðîìå òîãî, ïîëàãàåì, ÷òî

DN
△
= {(x0, 1, N)}, ïîëó÷àÿ ñèíãëåòîí, ñîäåðæàùèé ÓÏ (x0, 1, N). Åñëè æå s ∈ 1, N − 1

è K ∈ Gs, òî ïîëàãàåì, ÷òî Js(K)
△
= {j ∈ 1, N \ K | {j}

∪
K ∈ Gs+1}, Ms[K]

△
=∪

j∈Js(K)

Mj, Ds[K]
△
= {(x,K) : x ∈ Ms[K]}. Ïîñëå ýòèõ ïðåäâàðÿþùèõ ïîñòðîåíèé

îïðåäåëÿåì ïðè s ∈ 1, N − 1 ñëîé Ds â ñëåäóþùåì âèäå: Ds
△
=

∪
K∈Gs

Ds[K] ∈ P ′(X ×

Gs). Òåì ñàìûì çàâåðøàåòñÿ [8, 22] ïîñòðîåíèå íåïóñòûõ ìíîæåñòâ D0, D1, ..., DN â
ïðîñòðàíñòâå X×P(1, N). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

D1 = {(x, {t}) : t ∈ 1, N \K1, x ∈ M1[{t}]}. (12)

Ïðè s ∈ 1, N , K ∈ Gs, k ∈ I(K) è y ∈ Mk èìååì (y,K \ {k}) ∈ Ds−1. Êàê ñëåäñòâèå

(pr2(z), K \ {j}) ∈ Ds−1 ∀s ∈ 1, N ∀(x,K) ∈ Ds ∀j ∈ I(K) ∀z ∈ Mj. (13)

Íàêîíåö, ìû êîíñòðóèðóåì ôóíêöèè v0 ∈ R+[D0], v1 ∈ R+[D1], ..., vN ∈ R+[DN ], ïî-

ëàãàÿ ñ ó÷åòîì (11), ÷òî v0(x, ∅)
△
= f(x) ∀x ∈ M̃, è îïðåäåëÿÿ v1, ..., vN ïîñðåä-

ñòâîì ðåêóððåíòíîé ïðîöåäóðû, èñïîëüçóþùåé (13). Èòàê, ïóñòü s ∈ 1, N ; òîãäà [8,
ïðåäëîæåíèå 4.1] vs(x,K) = min

j∈I(K)
min
z∈Mj

[c(x, pr1(z), K) + cj(z,K)+ +vs−1(pr2(z), K \

{j})] ∀(x,K) ∈ Ds. Èòàê, èìååì ðåêóððåíòíóþ ïðîöåäóðó v0 → v1 → ... → vN ,
äëÿ êîòîðîé

V = vN(x
0, 1, N). (14)

Ñâîéñòâî (14) âûòåêàåò èç îáùèõ ðåçóëüòàòîâ [6�8] è ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ôóíêöèè
v0, v1, ..., vN ÿâëÿþòñÿ ñóæåíèÿìè (åäèíîé) ôóíêöèè Áåëëìàíà, îòâå÷àþùåé çàäà÷å
(6). Çàìåòèì, ÷òî [8, (4.11)] ïðåîáðàçîâàíèå v0 → v1 ïðèâîäèò (ñì. (12)) ê ñëåäóþùåìó
ïðåäñòàâëåíèþ v1:

v1(x, {t}) = min
z∈Mt

[c(x, pr1(z), {t}) + ct(z, {t}) + f(pr2(z))] ∀t ∈ 1, N \K1 ∀x ∈ M1[{t}].
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Â [8, ñ. 106] èçëîæåí åñòåñòâåííûé àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ çàäà÷è, ò.å. V , ñ
≪ïåðåçàïèñüþ≫ ñëîåâ ôóíêöèè Áåëëìàíà, à òàêæå àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíî-
ãî ÄÐ.

5. Ïîñòðîåíèå ôóíêöèé ñòîèìîñòè, îòâåòñòâåííûõ

çà ñîáëþäåíèå äèíàìè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû âîçâðàùàåìñÿ ê çàäà÷å, ñâÿçàííîé ñ ëèñòîâîé ðåçêîé,
ñëåäóÿ ðàçäåëó 1. Ìû ñîõðàíÿåì òðàäèöèîííóþ äëÿ òàêèõ çàäà÷ ñòðóêòóðó óñëîâèé
ïðåäøåñòâîâàíèÿ: ó êàæäîé äåòàëè âíóòðåííèå êîíòóðà äîëæíû âûðåçàòüñÿ ðàíüøå
âíåøíåãî; äëÿ âëîæåííûõ äåòàëåé áîëåå ðàííåé äîëæíà áûòü ðåçêà âíóòðåííèõ äåòà-
ëåé. Âïðî÷åì, íå èñêëþ÷àþòñÿ è äðóãèå âàðèàíòû óñëîâèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ, íî ìû
èõ ñåé÷àñ îáñóæäàòü íå áóäåì.

Ðåæóùèé èíñòðóìåíò ìîæåò ïåðåìåùàòüñÿ ñ äâóìÿ ñêîðîñòÿìè. Èìåííî, ñî ñêî-
ðîñòüþ õîëîñòîãî õîäà è ñêîðîñòüþ ðåçà. Â ðåæèìå õîëîñòîãî õîäà èíñòðóìåíò ïåðå-
ìåùàåòñÿ ìåæäó êîíòóðàìè. Ñêîðîñòü õîëîñòîãî õîäà äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
vi, åå çíà÷åíèå îáû÷íî ðàâíî ñîòíÿì ìèëëèìåòðîâ â ñåêóíäó. Ñêîðîñòü ðåçà èñïîëü-
çóåòñÿ â ðåæèìå ðåçà êîíòóðà è â ðåæèìå ïîäõîäà ê êîíòóðó ïîñëå âðåçêè è îòõîäà
îò íåãî äëÿ âûêëþ÷åíèÿ èíñòðóìåíòà. Äàëåå ñêîðîñòü ðåçà áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
vc, åå âåëè÷èíà îáû÷íî ñîñòàâëÿåò äåñÿòêè ìèëëèìåòðîâ â ñåêóíäó.

Â ÷àñòè îïèñàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé áóäåì ñòðåìèòüñÿ ê ó÷åòó óñëîâèé
ñëåäóþùåãî òèïà, ñâÿçàííîãî ñ âîïðîñîì îá îòâîäå òåïëà: âàæíî, ÷òîáû çàâåðøàþùèé
ó÷àñòîê ðåçêè çàìêíóòîãî êîíòóðà ïðèõîäèëñÿ íà ÷àñòü ëèñòà, â ïðåäåëàõ êîòîðîé
áûëî áû äîñòàòî÷íî ≪ìíîãî ìåòàëëà≫ (ñì. [8, ðàçäåë 5]). Ýòî òðåáîâàíèå ìîæíî,
êîíå÷íî, îòíåñòè, â ÷àñòíîñòè, ê âûáîðó íàïðàâëåíèÿ ðåçà. Âàæíî, îäíàêî, ÷òîáû
òàêàÿ âîçìîæíîñòü äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâîâàëà ïðè âûáðàííîé ëîêàëèçàöèè âðåçêè.

Íàïîìíèì, ÷òî â íàñòîÿùåé êîíêðåòíîé çàäà÷å X � íåâûðîæäåííûé ïðÿìîóãîëü-
íèê íà ïëîñêîñòè, N ñîîòâåòñòâóåò ðàçäåëó 3, ìåãàïîëèñû M1, ...,MN ëîêàëèçîâàíû
âîçëå ñîîòâåòñòâóþùèõ ýêâèäèñòàíò: ïðè j ∈ 1, N ìåãàïîëèñ Mj ñîñòîèò èç ïëîñêèõ
âåêòîðîâ (ýëåìåíòîâ X), ðàñïîëîæåííûõ âîçëå ýêâèäèñòàíòûMj; îòíîøåíèåMj åñòü
ñîâîêóïíîñòü ÓÏ, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ ïåðâûì ýëåìåíòîì ÿâëÿåòñÿ òî÷êà âðåçêè,
à âòîðûì � òî÷êà âûêëþ÷åíèÿ èíñòðóìåíòà. Êàæäàÿ òàêàÿ ïàðà òî÷åê ≪ïðèâÿçà-
íà≫ ê òî÷êå íà÷àëà ðåçà, ïîëó÷åííîé ïðè äèñêðåòèçàöèè ýêâèäèñòàíòû (ñì. ðàçäåë
1). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÓÏ z ∈ Mj ñîïîñòàâëåíà òî÷êà u(z) ∈ Mj, èç êîòîðîé ðåçêà
ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ â îäíîì èç äâóõ íàïðàâëåíèé; çàêàí÷èâàòüñÿ æå îíà áóäåò
ñíîâà â òî÷êå u(z). Ñ ýòîé òî÷êîé ñâÿçûâàþòñÿ äâà âîçìîæíûõ ôèíèøíûõ ó÷àñòêà
íà ýêâèäèñòàíòå, îòâå÷àþùèå ðåçêå ïî ÷àñîâîé è ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Êàæäîìó
ôèíèøíîìó ó÷àñòêó ñîïîñòàâëÿåòñÿ åãî âíåøíÿÿ ε-îêðåñòíîñòü, ãäå ε ∈ R+ \ {0} çà-
äàíî: ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå ≪îáû÷íîé≫ åâêëèäîâîé ε-îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà,
îïðåäåëÿåìîãî ôèíèøíûì ó÷àñòêîì, è âíåøíîñòè êîíòóðà ñ íîìåðîì j. Äëÿ ïîëó÷à-
þùåãîñÿ ïëîñêîãî ìíîæåñòâà îïðåäåëåíà ïëîùàäü S(j, z, d), ãäå d = 1 ïðè ðåçêå ïî
÷àñîâîé ñòðåëêå è d = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå; çíà÷åíèå S(j, z, d) íå ðàâíî íóëþ. Êðîìå
òîãî (ñì. [8, ðàçäåë 6]), ìû ðàñïîëàãàåì äîïîëíåíèåì ìíîæåñòâà X äî âñåé ïëîñêîñòè
è ìíîæåñòâîì ïóñòîò, îáðàçîâàâøèõñÿ ïðè âûïîëíåíèè ïðåäûäóùèõ çàäàíèé; äàí-
íîå ìíîæåñòâî ìîæåò ïåðåñåêàòüñÿ ñ âûøåóïîìÿíóòîé âíåøíåé ε-îêðåñòíîñòüþ. Äëÿ
íàñ âàæíà ïëîùàäü ïîëó÷àþùåãîñÿ ìíîæåñòâà-ïåðåñå÷åíèÿ (ìû ïîëàãàåì ïðè ýòîì,
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÷òî ïðè âûïîëíåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàöèé ïî ðåçêå êîíòóðîâ ïîëó÷àþùååñÿ
ìíîæåñòâî-ïåðåñå÷åíèå îáëàäàåò ïëîùàäüþ è åå îïðåäåëåíèå íå äîñòàâëÿåò çàòðóä-
íåíèé), çàâèñÿùàÿ îò ñïèñêà K̃ ∈ P(1, N) âûïîëíåííûõ çàäàíèé (K̃ � ñïèñîê óæå
âûðåçàííûõ êîíòóðîâ). Ðàçóìååòñÿ, K̃ = 1, N \K, ãäå K � ñïèñîê åùå íå âûïîëíåí-
íûõ ðàáîò, ñâÿçàííûõ ñ ðåçêîé. Èíòåðåñóþùóþ íàñ ïëîùàäü ìíîæåñòâà-ïåðåñå÷åíèÿ
îáîçíà÷èì ÷åðåç S̃(j, z, d, K̃), ïîëó÷àÿ ÷èñëî èç R+. Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç ρ åâêëèäîâî ðàñ-
ñòîÿíèå íà ïëîñêîñòè è ïðè óñëîâèè, ÷òî vc ∈ R+ \ {0} åñòü ñêîðîñòü äâèæåíèÿ èí-

ñòðóìåíòà â ìåòàëëå, ïîëàãàåì ĉj(z, d,K)
△
= ρ(pr1(z),u(z))

vc
+ ρ(u(z)),pr2(z)

vc
+ S̃(j,z,d,1,N\K)

S(j,z,d)
P, ãäå

P ∈ R+ � çàäàííîå è äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî. Íàêîíåö, íóæíîå íàì çíà÷åíèå ñòî-

èìîñòè âíóòðåííèõ ðàáîò îïðåäåëÿåì â âèäå cj(z,K)
△
= inf({ĉj(z, 0, K); ĉj(z, 1, K)}).

Íàïîìíèì, ÷òî c, c1, ..., cN , f äîñòàòî÷íû äëÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷è (6) è äëÿ íàõîæäåíèÿ
â íåé îïòèìàëüíîãî ≪êàðêàñíîãî≫ ðåøåíèÿ (ñì. [8, ðàçäåë 4]).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñòîèìîñòè âíåøíèõ ïåðåìåùåíèé äëÿ x1 ∈ X, x2 ∈ X è
K ∈ N èìåþò âèä: c(x1, x2, K) = ρ(x1,x2)

vi
, ãäå vi � ñêîðîñòü õîäîñòîãî õîäà (îáû÷íî

ïðåâûøàåò ñêîðîñòü ðåçà â äåñÿòêè ðàç). Èòàê, ïîëàãàåì ñåé÷àñ, ÷òî ôóíêöèÿ c íå
çàâèñèò îò ñïèñêà çàäàíèé.

Ïóñòü ≪êàðêàñíîå≫ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå (α0, z0) ∈ D, Cα0 [z0] = V , óæå íàéäåíî.
Òåïåðü íàì ñëåäóåò äëÿ êàæäîãî j ∈ 1, N ðàññìîòðåòü çíà÷åíèÿ ĉα0(j)(z

0(j), 0, {α0(t) :

t ∈ j,N}), ĉα0(j)(z
0(j), 1, {α0(t) : t ∈ j,N}), cα0(j)(z

0(j), {α0(t) : t ∈ j,N}), ïîñëå ÷å-
ãî ïîëîæèòü d0(j)

△
= 0 ïðè ĉα0(j)(z

0(j), 0, {α0(t) : t ∈ j,N}) ≤ ĉα0(j)(z
0(j), 1, {α0(t) :

t ∈ j,N}) è d0(j)
△
= 1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Â ðåçóëüòàòå áóäåò ïîñòðîåí êîðòåæ

d
△
= (d0(j))j∈1,N ñî çíà÷åíèÿìè â {0; 1}. Åñëè s ∈ 1, N è d0(s) = 1, òî ðåç êîíòóðà ñ

íîìåðîì α0(s) ∈ 1, N ñëåäóåò îñóùåñòâëÿòü ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå; â ñëó÷àå æå d0(s) = 0
óïîìÿíóòóþ ðåçêó íàäî îñóùåñòâëÿòü ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ñòîèìîñòü âíóòðåí-
íèõ ðàáîò, ñâÿçàííûõ ñ ïîñåùåíèåì ìåãàïîëèñà Mα0(s), äëÿ ≪êàðêàñíîãî≫ ðåøåíèÿ

áóäåò ïðè ýòîì ñîâïàäàòü ñ cα0(s)(z
0(s), {α0(t) : t ∈ s,N}).

Îáëàñòü çàâåðøåíèÿ ðåçà (óòî÷íåíèå). Ïóñòü íà êîíòóðå âûáðàíà íåêîòî-
ðàÿ òî÷êà íà÷àëà ðåçà. Â ïðîòèâîïîëîæíîì ðåçó íàïðàâëåíèè íà êîíòóðå îòêëàäû-
âàåì ó÷àñòîê äëèíîé L ∈ R+ \ {0}, êîòîðûé äàëåå áóäåì íàçûâàòü ó÷àñòêîì çà-
âåðøåíèÿ ðåçà. Âîêðóã äàííîãî ó÷àñòêà ñòðîèì âíåøíþþ ε-îêðåñòíîñòü øèðèíîé
ε = H ∈ R+ \ {0}, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1. Ïðè ýòîì âíåøíîñòü ïîíèìàåòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì: êîíòóð ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ; â êà÷åñòâå
âíåøíåé ðàññìàòðèâàåòñÿ íåîãðàíè÷åííàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè. Äàëåå ýòó îêðåñò-
íîñòü áóäåì íàçûâàòü îáëàñòüþ çàâåðøåíèÿ ðåçà. Íà ðèñ. 1 â ïåðâîì ñëó÷àå (ñëåâà)
äàííàÿ îáëàñòü âñåãäà ïîëíîñòüþ ïîêðûòà ìåòàëëîì. Âî âòîðîì ñëó÷àå (ñïðàâà) âåðõ-
íÿÿ ÷àñòü îáëàñòè âñåãäà ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïðîñòðàíñòâîì çà ïðåäåëàìè ëèñòà. Êðîìå
òîãî, âòîðîé ó÷àñòîê (ïðÿìîóãîëüíèê ñ äâîéíîé øòðèõîâêîé) òàêæå ìîæåò ïðåäñòàâ-
ëÿòü èç ñåáÿ ó÷àñòîê ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïóñòîòîé, åñëè ïðàâàÿ äåòàòü óæå âûðåçàíà, êàê
ïîêàçàíî íà ðèñ. 1.

Íà ðèñ. 1 S(j, z, d) ñîîòâåòñòâóåò ïëîùàäè âñåé çàøòðèõîâàííîé ôèãóðû (îáëàñòè
çàâåðøåíèÿ ðåçà), à S̃(j, z, d, K̃) � ïëîùàäè ôèãóð ñ äâîéíîé øòðèõîâêîé (ïëîùàäü
ïåðåñå÷åíèÿ îáëàñòè çàâåðøåíèÿ ðåçà ñ ïóñòîòàìè â ìåòàëëå è ïðîñòðàíñòâîì çà ïðå-
äåëàìè ëèñòà). Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé ôóíêöèé S(j, z, d) è S̃(j, z, d, K̃) ïðåäñòàâëÿåò
èç ñåáÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíóþ çàäà÷ó. Òàê êàê íàáîð óæå âûðåçàííûõ êîíòóðîâ K̃ âñå
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Ðèñ. 1. Îáëàñòü çàâåðøåíèÿ ðåçà

âðåìÿ ìåíÿåòñÿ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è, òî è çíà÷åíèå S̃(j, z, d, K̃) ïî èäåå íóæíî
âû÷èñëÿòü âñÿêèé ðàç, êîãäà òðåáóåòñÿ îöåíèòü ñòîèìîñòü ïåðåõîäà ê ñëåäóþùåìó
êîíòóðó. Íî ïðè àíàëèçå çàäà÷è áûëà îáíàðóæåíà âàæíàÿ îñîáåííîñòü: ïóñòîòû îò
ðàçíûõ êîíòóðîâ íèêîãäà íå ïåðåñåêàþòñÿ ìåæäó ñîáîé è ñ ïðîñòðàíñòâîì âíå ëèñòà.
Ïëîùàäü ïåðåñå÷åíèÿ îáëàñòè çàâåðøåíèÿ ðåçà è ôèãóð, îãðàíè÷åííûõ âûáðàííûì
íàáîðîì êîíòóðîâ, åñòü ñóììà ïëîùàäåé ïåðåñå÷åíèé îáëàñòè çàâåðøåíèÿ ðåçà ñ âíóò-
ðåííèìè ÷àñòÿìè ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííûìè êàæäûì èç ýòèõ êîíòóðîâ.

Â ñâÿçè ñ ïîñëåäíèìè ïîñòðîåíèÿìè ïîëåçíî ðàññìîòðåòü ïîäðîáíåå íåêîòîðûå
ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ êîíòóðàìè. Èòàê, ïóñòü Q � ïðîèçâîëüíûé êîíòóð, îòâå÷àþ-
ùèé êàêîé-òî äåòàëè. Îãðàíè÷èâàÿñü ñåé÷àñ âàðèàíòîì ðåçêè ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó,
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Q åñòü ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ, ò.å. ãîìåîìîðô îêðóæíîñòè.
Ñîãëàñíî òåîðåìå Æîðäàíà Q ðàçáèâàåò ïëîñêîñòü íà äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, îä-
íà èç êîòîðûõ îãðàíè÷åíà, à âòîðàÿ íåîãðàíè÷åíà. Ìû âûáèðàåì îãðàíè÷åííóþ êîì-
ïîíåíòó ñâÿçíîñòè (bcc)[Q] (âíóòðåííþþ ≪÷àñòü≫ ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííóþ êîíòóðîì
Q), ïîñëå ÷åãî ðàññìàòðèâàåì ñåìåéñòâî âñåõ êîíòóðîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â (bcc)[Q]. Íàì
ïîòðåáóåòñÿ îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå ïî ñìûñëó êîíòóðó óïîìÿíóòîå ñåìåéñòâî.

Ïîëàãàåì òåïåðü, ÷òî âñå N êîíòóðîâ çàíóìåðîâàíû (íàïîìíèì, ÷òî îíè ïîïàðíî

äèçúþíêòíû): Q1, ...,QN . Â ýòîì ñëó÷àå ââåäåì ïðè k ∈ 1, N ìíîæåñòâî (Bcc)[k]
△
=

{j ∈ 1, N | Qj ⊂ (bcc)[Qk]}; ïîëàãàåì òåïåðü, ÷òî J : 1, N → P ′(1, N) èìååò âèä

J(s)
△
= (Bcc)[s] ∀s ∈ 1, N. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî k ∈ J(k) ∀k ∈ 1, N.
Äëÿ êàæäîãî êîíòóðà j, j ∈ 1, N , äëÿ êàæäîé ÓÏ z, z ∈ Mj, è äëÿ êàæäîãî

íàïðàâëåíèÿ ðåçà d, d ∈ {0, 1} ìîæíî çàðàíåå, åùå äî ðàáîòû àëãîðèòìà ìàðøðó-
òèçàöèè è ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû ñòîèìîñòè, âû÷èñëèòü ïëîùàäü îáëàñòè çàâåðøåíèÿ
ðåçà S(j, z, d) è ïëîùàäè ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé îáëàñòè ñ ôèãóðàìè, îãðàíè÷åííûìè êàæ-
äûì èç êîíòóðîâ, èìåþùèì èíäåêñ k, k ∈ 1, N \ J(j), à òàêæå ñ ïðîñòðàíñòâîì çà
ïðåäåëàìè ëèñòà. Åñëè íåò ïåðåñå÷åíèÿ ñ êàêèì-ëèáî êîíòóðîì k, k ∈ 1, N \ J(j), òî
ïëîùàäü ïåðåñå÷åíèÿ ñ÷èòàåòñÿ íóëåâîé. Êðîìå òîãî, íóëåâîé ñ÷èòàåòñÿ è ïëîùàäü
ïåðåñå÷åíèÿ ñ ôèãóðîé, îãðàíè÷åííîé ëþáûì êîíòóðîì k, k ∈ J(j) � ýòî â äàëüíåé-
øåì îáëåã÷àåò âû÷èñëåíèÿ (èçáàâëÿåò îò íàäîáíîñòè ïðîâåðÿòü, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííûé
êîíòóð âëîæåííûì èëè íåò). ×åðåç S(j, z, d, k) îáîçíà÷èì ôóíêöèþ, êîòîðàÿ êàæäî-
ìó êîíòóðó ñ èíäåêñîì j, êàæäîé åãî ÓÏ z è íàïðàâëåíèþ ðåçà d, à òàêæå èíäåêñó
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ëþáîãî äðóãîãî êîíòóðà k, k ∈ 1, N \ {j}, ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ïëîùàäü ïåðåñå÷åíèÿ
îáëàñòè çàâåðøåíèÿ ðåçà êîíòóðà ñ èíäåêñîì j ÷åðåç ÓÏ z â íàïðàâëåíèè d ñ ôèãóðîé,
îãðàíè÷åííîé êîíòóðîì, èìåþùèì èíäåêñ k, çà âû÷åòîì ôèãóð, îãðàíè÷åííûõ êîí-
òóðàìè ñ èíäåêñàìè J(k)\{k}. ×åðåç S(j, z, d) îáîçíà÷èì ôóíêöèþ, êîòîðàÿ êàæäîìó
êîíòóðó ñ èíäåêñîì j, êàæäîé åãî ÓÏ z è íàïðàâëåíèþ ðåçà d ñòàâèò â ñîîòâåòñâèå
ïëîùàäü ïåðåñå÷åíèÿ îáëàñòè çàâåðøåíèÿ ðåçà êîíòóðà ñ èíäåêñîì j ÷åðåç ÓÏ z â
íàïðàâëåíèè d ñ ïðîñòðàíñòâîì çà ïðåäåëàìè ëèñòà.

Ïóñòü K̃, K̃ ⊂ 1, N, åñòü ìíîæåñòâî èíäåêñîâ óæå âûðåçàííûõ ê äàííîìó ìîìåíòó
êîíòóðîâ. Òîãäà çíà÷åíèå S̃(j, z, d, K̃) ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî ñëåäóþùèì ñïîñîáîì:
S̃(j, z, d, K̃) = S(j, z, d) −

∑
k∈K̃

S(j, z, d, k). Òàêèì îáðàçîì, ñëåäóåò âû÷èñëèòü òîëüêî

ëèøü çíà÷åíèÿ S(j, z, d), S(j, z, d, k) è S(j, z, d) äëÿ êàæäîãî êîíòóðà j, äëÿ êàæäîé
ÓÏ z è äëÿ êàæäîãî íàïðàâëåíèÿ ðåçà d. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî àáñîëþòíàÿ òî÷íîñòü
çäåñü íå íóæíà. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ýâðèñòè÷åñêèìè àëãîðèòìà-
ìè.

Èìåííî, äëÿ âû÷èñëåíèÿ óêàçàííûõ ïëîùàäåé ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñïå-
öèàëüíûå ìàòðèöû. Ëèñò ìåòàëëà è ïðèëåãàþùàÿ îáëàñòü øèðèíîé H äåëèòñÿ íà
ðàâíûå ïðÿìîóãîëüíèêè (ÿ÷åéêè). Êàæäîìó òàêîìó ïðÿìîóãîëüíèêó ïðèïèñûâàåòñÿ
÷èñëîâîå çíà÷åíèå.

Çíà÷åíèå −1 ãîâîðèò î òîì, ÷òî êîîðäèíàòû ÿ÷åéêè (âñåõ ÷åòûðåõ åå óãëîâûõ òî-
÷åê) íàõîäÿòñÿ çà ïðåäåëàìè ëèñòà è îòðåçêè, ñîñòàâëÿþøèå ïðÿìîóãîëüíèê ÿ÷åéêè,
íå ïåðåñåêàþòñÿ ñ êðàÿìè ëèñòà. ß÷åéêå ïðèñâàèâàåòñÿ çíà÷åíèå 0, åñëè õîòÿ áû îäíà
óãëîâàÿ òî÷êà íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ ëèñòà. Öåëîå ÷èñëî áîëüøå íóëÿ ñîîòâåòñòâóåò
èíäåêñó êîíòóðà, ñ êîòîðûì ÿ÷åéêà ïåðåñåêàåòñÿ, èëè ëåæèò âî âíóòðåííåé åãî îáëà-
ñòè. Íà ðèñ. 2 ïîêàçàí ïðèìåð òàêîé ìàòðèöû. Äàííûé ïðèìåð ïðèâîäèòñÿ èñêëþ÷è-
òåëüíî äëÿ îáëåã÷åíèÿ âîñïðèÿòèÿ � íà ïðàêòèêå ðàçìåðíîñòü ìàòðèöû ñîñòàâëÿåò
òûñÿ÷è ÿ÷ååê ïî êàæäîé îñè, ÷òî îáåñïå÷èâàåò äîñòàòî÷íóþ òî÷íîñòü ðàñ÷åòîâ.

Èòàê, ôèêñèðóåì íåêîòîðûé êîíòóð j, ÓÏ z, ÷åðåç êîòîðóþ áóäåò ïðîèçâîäèòñÿ
ðåç, è îäíî èç äâóõ íàïðàâëåíèé ðåçà d. Îòêëàäûâàåì â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðî-
íó íàïðàâëåíèþ ðåçà ó÷àñòîê äëèíîé L íà êîíòóðå. Ðàñïîëàãàåì íà íåì ñ ðàâíûì
øàãîì öåíòðû n∗ îêðóæíîñòåé ðàäèóñà H. Äëÿ êàæäîé îêðóæíîñòè ïðîâåðÿþòñÿ ïî-
ïàâøèå â íåå ÿ÷åéêè. Åñëè ÿ÷åéêå ñîîòâåòñòâóåò èíäåêñ òåêóùåãî êîíòóðà èëè îäíîãî
èç åãî âëîæåííûõ êîíòóðîâ, òî òàêàÿ ÿ÷åéêà èãíîðèðóåòñÿ, èíà÷å èíêðåìåíòèðóåòñÿ
ñ÷åò÷èê ÿ÷ååê îáëàñòè çàâåðøåíèÿ ðåçà. Ðàçóìååòñÿ, ïåðåêðûâàþùèåñÿ ÿ÷åéêè äîëæ-
íû ó÷èòûâàòüñÿ òîëüêî îäèí ðàç. Ïîñëå îáðàáîòêè âñåõ îêðóæíîñòåé çíà÷åíèå ýòîãî
ñ÷åò÷èêà óìíîæàåòñÿ íà ïëîùàäü ÿ÷åéêè � òàê ïîëó÷àåòñÿ ïëîùàäü îáëàñòè çàâåð-
øåíèÿ ðåçà, èìåííî, çíà÷åíèå S(j, z, d). Êðîìå òîãî, ïðîèçâîäèòñÿ ïîäñ÷åò âñåõ ÿ÷ååê
ñî çíà÷åíèåì −1 â ïðåäåëàõ óêàçàííûõ îêðóæíîñòåé. Ïðèáëèçèòåëüíûì çíà÷åíèåì
ôóíêöèè S(j, z, d) áóäåò ýòî êîëè÷åñòâî, óìíîæåííîå íà ïëîùàäü ÿ÷åéêè.

Òî÷íî òàê æå ïîäñ÷èòûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî ÿ÷ååê â ïðåäåëàõ îêðóæíîñòåé, êîòîðûì
ñîîòâåòñòâóåò èíäåêñ êîíòóðà. Äëÿ k ∈ 1, N \ J(k) çíà÷åíèå S(j, z, d, k) ïîëó÷àåòñÿ
óìíîæåíèåì ïîñ÷èòàííîãî êîëè÷åñòâà ÿ÷ååê ñ èíäåêñîì k â ïðåäåëàõ îêðóæíîñòåé
íà ïëîùàäü ÿ÷åéêè. Äëÿ k ∈ J(k) çíà÷åíèå S(j, z, d, k) ðàâíî 0.

Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ïîâòîðíîãî èñïîëüçîâàíèÿ îäíèõ è òåõ æå ÿ÷ååê èñïîëüçóåòñÿ
áóëåâñêàÿ ìàòðèöà òîé æå ðàçìåðíîñòè, ÷òî è îñíîâíàÿ. Â íåé îòìå÷àþòñÿ óæå îáðà-
áîòàííûå ÿ÷åéêè.
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Ðèñ. 2. Ïîäñ÷åò ïëîùàäåé

6. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà áûë èñïîëüçîâàí êîìïüþòåð ñ
ïðîöåññîðîì Intel i5-2400 è 8Ãá îïåðàòèâíîé ïàìÿòè, ðàáîòàþùèé ïîä óïðàâëåíèåì
Windows 7 (64-bit). Ïðîãðàììà ðàçðàáîòàíà íà ÿçûêå C++, â ñðåäå Microsoft Visual
C++ 2013.

Â ïðèìåðàõ ñêîðîñòü õîëîñòîãî õîäà vi = 500 ìì/ñ, ñêîðîñòü ðåçà vc = 10 ìì/ñ.
Äëèíà ôèíèøíîãî ó÷àñòêà ðåçà L = 150 ìì, øèðèíà îáëàñòè çàâåðøåíèÿ ðåçà H = 50
ìì. Êîýôôèöèåíò øòðàôà äëÿ âíóòðåííèõ ðàáîò P = 1000000.

Ïðèìåð 1. Êîëè÷åñòâî êîíòóðîâ N = 21, êîëè÷åñòâî àäðåñíûõ ïàð |K| = 0. Äàí-
íîå îáñòîÿòåëüñòâî óêàçûâàåò íà òî, ÷òî íè îäèí êîíòóð íå âëîæåí â äðóãîé. Íåïî-
ñðåäñòâåííî êîîðäèíàòû êîíòóðîâ è òî÷åê íå ïðèâîäÿòñÿ èç ñîîáðàæåíèé îáúåìà.
Ðåçóëüòàò ñ÷åòà 70,52 � øòðàôû îò òåïëîâûõ îãðàíè÷åíèé îòñòóòñòâóþò (îòñóòñòâó-
þò ïåðåñå÷åíèÿ îáëàñòè çàâåðøåíèÿ ðåçà ñ ïóñòîòàìè â ìåòàëëå è ïðîñòðàíñòâîì çà
ïðåäåëàìè ëèñòà). Âðåìÿ ñ÷åòà 4 ìèí 37 ñ.

Ïðèìåð 2. Êîëè÷åñòâî êîíòóðîâ N = 25, êîëè÷åñòâî àäðåñíûõ ïàð |K| = 11. Ðå-
çóëüòàò ñ÷åòà 83,56 � øòðàôû îò òåïëîâûõ îãðàíè÷åíèé îòñòóòñòâóþò. Âðåìÿ ñ÷åòà
4 ìèí 3 ñ.

Ïðèìåð 3. Êîëè÷åñòâî êîíòóðîâ N = 28, êîëè÷åñòâî àäðåñíûõ ïàð |K| = 21. Ðå-
çóëüòàò ñ÷åòà 94,85 � øòðàôû îò òåïëîâûõ îãðàíè÷åíèé îòñòóòñòâóþò. Âðåìÿ ñ÷åòà
4 ìèí 26 ñ.

Âûâîäû ïî âû÷èñëèòåëüíîìó ýêñïåðèìåíòó. Èñïîëüçîâàíèå àäðåñíûõ ïàð
ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ñóçèòü ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ðåøåíèé. Òåîðåòè÷åñêè, ÷åì
áîëüøå àäðåñíûõ ïàð, òåì áîëüøóþ ðàçìåðíîñòü ìîãóò èìåòü ïðèìåðû, ðåøàåìûå
çà ñõîäíîå âðåìÿ íà îäíîì è òîì æå êîìïüþòåðå. Äàííîå ïðåäïîëîæåíèå ïîëíîñòüþ
ïîäòâåðæäàåòñÿ âû÷èñëèòåëüíûì ýêñïåðèìåíòîì. Â ýêñïåðèìåíòå ðàññìàòðèâàëèñü
òðè ïðèìåðà. Â ïåðâîì êîëè÷åñòâî êîíòóðîâ 21. Âëîæåíèé êîíòóðîâ íå áûëî âîîáùå,
ñëåäîâàòåëüíî, àäðåñíûå ïàðû îòñóòñòâîâàëè. Âî âòîðîì ïðèìåðå êîëè÷åñòâî êîíòó-
ðîâ 25, àäðåñíûõ ïàð áûëî ñðåäíåå êîëè÷åñòâî � 11. Â òðåòüåì ñëó÷àå êîëè÷åñòâî
êîíòóðîâ áûëî 28, àäðåñíûõ ïàð áûëî äîñòàòî÷íî ìíîãî (à èìåííî, 21 àäðåñíàÿ ïàðà
äëÿ 28 êîíòóðîâ ïðè ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîì êîëè÷åñòâå àäðåñíûõ ïàð 27 (åñëè âñå
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êîíòóðà âëîæåíû îäèí â äðóãîé)). Âðåìÿ ñ÷åòà è îáúåì òðåáóåìîé ïàìÿòè ïðè ýòîì
ðàçëè÷àþòñÿ íåçíà÷èòåëüíî.

Ïðè ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàëèñü ñëîæíûå ôóíêöèè ñòîèìîñòè, ó÷èòûâàþùèå òåï-
ëîâûå îãðàíè÷åíèÿ íà îñíîâå îïèñàííîé â ðàçäåëå 6 ìåòîäèêè. Äàííûé ïîäõîä ïîç-
âîëÿåò âû÷èñëÿòü ôóíêöèè ñòîèìîñòè ñ áûñòðîòîé, ñîïîñòàâèìîé ñ âû÷èñëåíèåì åâ-
êëèäîâà ðàññòîÿíèÿ. Òàêîå áûñòðîäåéñòâèå äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò ïðåäâàðèòåëüíîãî íà-
ñ÷èòûâàíèÿ ïëîùàäåé îáëàñòåé, îïèñàííûõ â ðàçäåëå 6 è èñïîëüçóåìûõ â ôóíêöèÿõ
ñòîèìîñòè.

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïðèáàâêà ê ñòîèìîñòè âíóòðåííèõ ðàáîò îò øòðàôà, ñâÿçàííîãî ñ
òåïëîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè, ðàâíÿëàñü íóëþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñÿêèé ðàç áûëî íàé-
äåíî òàêîå ðåøåíèå, êîòîðîå ïîçâîëÿåò èñêëþ÷èòü ïåðåñå÷åíèå îáëàñòè çàâåðøåíèÿ
ðåçà ñ ïóñòîòàìè îò âûðåçàííûõ êîíòóðîâ è ïðîñòðàíñòâîì çà ïðåäåëàìè ëèñòà. È
ýòî íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îáëàñòü èìåëà íå ñàìûå ìàëåíüêèå ðàçìåðû � 150 ìì â äëèíó
è 50 ìì â øèðèíó.

Äàííûé ïîäõîä ïðåäñòàâëÿåòñÿ âïîëíå ïðèåìëåìûì äëÿ ðàñêðîåâ ñ íåáîëüøèì
êîëè÷åñòâîì êîíòóðîâ (êîòîðîå (êîëè÷åñòâî) â íåêîòîðûõ ïðåäåëàõ ìåíÿåòñÿ â çàâè-
ñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà âëîæåííûõ êîíòóðîâ, ÷òî íåñëîæíî ó÷åñòü). Âðåìÿ ñ÷åòà â
íåñêîëüêî ìèíóò ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ïðèåìëåìûì äëÿ ïðîèçâîäñòâåííûõ öåëåé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ïîñòàíîâëåíèÿ � 211 Ïðàâèòåëü-
ñòâà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè, êîíòðàêò � 02.A03.21.0006, è ÐÔÔÈ (ïðîåêò 17-08-
01385).
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ABOUT ROUTING IN THE SHEET CUTTING

A.A. Petunin1, A.G. Chentsov1,2, P.A. Chentsov1,2

1Ural Federal University, Ekaterinburg, Russian Federation
2N.N. Krasovskii Institute of Mathematics and Mechanics of the Ural Branch
of the RAS, Ekaterinburg, Russian Federation
E-mail: aapetunin@gmail.com, chentsov@imm.uran.ru, chentsov.p@mail.ru

The solution of the problem of tool routing in CNC sheet cutting machines is
considered. It is assumed that the initial problem formulation is complicated by di�erent
restrictions. It is required to construct a solution of this routing problem that respects
the constraints and minimizes the additive criterion, including the costs of (external)
displacements and "internal" related to cutting parts on a closed contour works.
Compliance of the constraints is supposed to be provided through a special assignment of
cost functions, i.e. (in fact) due to the formation of penalties for the restriction violation. The
procedure based on widely understood dynamic programming is the main way of problem
solving in this paper. The program of problem solving on a multi-core PC is constructed.
The presentation of this algorithm is the main goal of this paper.

Keywords: routing problem; precedence conditions; engineering constraints.
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