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ДИНАМИКА ТОЧЕК ОТРЫВА ПРИ ВЕРТИКАЛЬНОМ УДАРЕ
ПЛАВАЮЩЕГО ПРЯМОУГОЛЬНОГО ЦИЛИНДРА

М.В. Норкин, Южный федеральный университет, г. Ростов-на-Дону,
Российская Федерация

Рассматривается плоская задача о вертикальном отрывном ударе прямоугольно-

го цилиндра, полностью погруженного в идеальную, несжимаемую, тяжелую жид-

кость. Предполагается, что после удара цилиндр движется с постоянной скоростью в

глубь жидкости без вращения. Особенностью этой задачи является то, что в результате

удара происходит отрыв жидкости от твердой поверхности с последующим образова-

нием присоединенной каверны за телом. Основной целью работы является изучение

процесса схлопывания тонкой каверны, происходящего при небольших числах Фруда,

соответствующих малым скоростям движения цилиндра. Исследование задачи прово-

дится с помощью специальной математической модели, основанной на предположении

о малости возмущений свободных границ жидкости. В математическом плане дело

сводится к решению динамической смешанной краевой задачи теории потенциала с

граничными условиями типа неравенств. Полученные на ее основе численные расчеты

сравниваются с результатами асимптотического анализа исходной нелинейной задачи

на малых временах.
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Введение

При ударном взаимодействии твердого тела с жидкостью, во многих случаях,
необходимо учитывать явление отрыва частиц жидкости от твердой поверхности. В
классической теории удара первоначальная зона отрыва заранее неизвестна и опре-
деляется в момент, непосредственно следующий после удара, на основании решения
смешанной краевой задачи теории потенциала с односторонними ограничениями на
поверхности тела [1, 2]. После удара образуется зона пониженного давления вбли-
зи тела, ограниченная движущейся свободной границей (присоединенная каверна).
Описанный процесс может сопровождаться искусственной подачей газа в каверну со
стороны тела (искусственная кавитация). Ранее такие задачи изучались с помощью
асимптотического анализа на малых временах в частном случае кругового цилиндра
[3–5]. Важным элементом исследования является динамика точек отрыва, которая
определяется из условия Кутты–Жуковского. На основе полученного решения на-
ходится давление на смоченной поверхности тела, которое по физическому смыслу
должно оставаться неотрицательным. В работах [3–5] основное внимание уделялось
большим числам Фруда (Fr > 1), где асимптотический анализ на малых временах
является наиболее эффективным. При уменьшении числа Фруда диапазон примени-
мости асимптотических формул уменьшается, что затрудняет их использование без
альтернативных подходов. В работе [6] для исследования задачи удара при малых
числах Фруда была предложена математическая модель, основанная на полном пре-
небрежении квадратичными членами и возмущениями свободных границ жидкости.
При этом геометрическая нелинейность в задаче была сохранена благодаря нера-
венствам, которые формулировались в зонах отрыва и контакта. Вследствие этого
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функциональная зависимость точек отрыва от времени носила нелинейный характер.
Было показано, что для чисел Фруда, изменяющихся в диапазоне 0, 2−0, 5, получен-
ные численные результаты хорошо согласуются с данными асимптотического анализа
исходной нелинейной задачи на малых временах. В настоящей статье предлагается
сохранить нелинейные слагаемые в модели, предложенной в [6], оставив без изме-
нения сделанные в ней предположения. В частности, существенным является пред-
положение о пренебрежимой малости деформаций внутренней и внешней свободных
границ жидкости при малых и умеренных числах Фруда (Fr 6 0, 5). Отметим, что в
плоской гидродинамике круг представляет собой тело идеальной формы и сделанные
для него выводы не всегда носят общий характер. Поэтому важным является ис-
следование задачи для тел другой формы. Дальнейшие рассуждения проводятся на
примере плоской задачи о вертикальном отрывном ударе прямоугольного цилиндра,
расположенного под свободной поверхностью тяжелой жидкости. Численные расче-
ты, полученные с использованием предложенной модели, сравниваются с результа-
тами асимптотического анализа исходной нелинейной задачи на малых временах. На
основе проведенных исследований моделируется процесс схлопывания каверны с уче-
том подьема внутренней свободной границы жидкости. Заметим, что предложенная
модель схлопывания справедлива только при малых числах Фруда. При увеличении
числа Фруда картина может измениться. Например, можно предположить, что по-
сле удара произойдет отрыв газового пузыря от тела или образуется кумулятивная
струйка, направленная к телу. Эти и многие другие вопросы, связанные с динамикой
каверн после удара, остаются неизученными.

Среди близких работ, в которых возникает проблема кавитационного отрыва жид-
кости от тела, отметим статьи, посвященые прониканию твердых тел в идеальную и
несжимаемую жидкость [7, 8].

1. Общая постановка задачи

Рассматривается вертикальный удар прямоугольного цилиндра, полностью по-
груженного в идеальную, несжимаемую, тяжелую жидкость. После удара цилиндр
движется в глубь жидкости с постоянной скоростью без вращения. В результате удара
происходит мгновенное образование зоны отрыва, которая характеризуется тем, что
импульсивное давление в ней равняется нулю. Дальнейшее развитие этого процесса
связано с динамикой присоединенной каверны. При малых скоростях движения ци-
линдра, которые соответствуют небольшим числам Фруда (Fr 6 0, 5), возмущением
свободных границ жидкости можно пренебречь и свести изучение вопроса об умень-
шении зоны отрыва (о схлопывании тонкой каверны) к исследованию динамики точек
отрыва. В естественной ситуации, когда в каверне образуются пары жидкости или га-
за с давлениями, близкими к нулю, время схлопывания каверны оказывается близким
к ударному промежутку (схлопывание происходит практически мгновенно). Поэто-
му, при малых скоростях движения цилиндра, задачу целесообразно рассматривать с
учетом искусственной кавитации. Предполагается, что сразу после удара со стороны
тела в сторону жидкости выделяется газ постоянного давления. При увеличении дав-
ления в каверне движение точек отрыва замедляется и процесс схлопывания тонкой
каверны становится хорошо обозримым. В работе рассматриваются случаи, для ко-
торых точки отрыва монотонно сближаются. Последнее условие выполняется, когда
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давление в каверне не является очень большим.
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S2(t)
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y

Рис. 1. Постановка задачи

Согласно классической теории удара
и теоремы Лагранжа, исследование зада-
чи проводится в рамках потенциальных
течений идеальной и несжимаемой жид-
кости. При этом момент, непосредствен-
но следующий после удара, соответству-
ет начальному моменту времени. Общая
математическая постановка задачи фор-
мулируется в безразмерных переменных,
в подвижной системе координат, связан-
ной с цилиндром (рис. 1):

∆Φ = 0, R ∈ Ω(t), (1)

∂Φ

∂n
= ḣ(t)ny, R ∈ S11(t), (2)

∂Φ

∂t
− ḣ(t)

∂Φ

∂y
+

1

2
(∇Φ)2 + Fr−2(y + h(t)−H)− 0, 5χ = 0, R ∈ S12(t), (3)

∂Φ

∂y
− ḣ(t) =

∂η

∂x

∂Φ

∂x
+

∂η

∂t
, R ∈ S12(t), (4)

∂Φ

∂t
− ḣ(t)

∂Φ

∂y
+

1

2
(∇Φ)2 + Fr−2ξ(x, t) = 0, R ∈ S2(t), (5)

∂Φ

∂y
=

∂ξ

∂x

∂Φ

∂x
+

∂ξ

∂t
, R ∈ S2(t), (6)

∂Φ

∂y
= 0, y = −Hb − h(t);

∂Φ

∂x
= 0, x = ±HR, (7)

Φ(x, y, 0) = Φ0(x, y), ξ(x, 0) = 0, η(x, 0) = 0. (8)

Более подробная запись условия непротекания (2) определяется равенствами:

∂Φ

∂y
= ḣ(t), y = ε, c(t) < |x| < 1; y = −ε,−1 < x < 1;

∂Φ

∂x
= 0, x = ±1,−ε < y < ε.

Течение жидкости в начальный момент времени находится на основании класси-
ческой модели удара с отрывом [1]:

∆Φ0 = 0, R ∈ Ω(0); Φ0 = 0, R ∈ S2(0), (9)

∂Φ0

∂n
= −ny, Φ0 6 0, R ∈ S11(0), (10)

∂Φ0

∂n
> −ny, Φ0 = 0, R ∈ S12(0), (11)

∂Φ0

∂y
= 0, y = −Hb;

∂Φ0

∂x
= 0, x = ±HR. (12)

Наличие неравенств говорит о том, что задача (9) – (12) является задачей со
свободной границей. В предельном случае горизонтальной пластинки, расположенной
в слое жидкости конечной глубины, она имеет аналитическое решение [9].
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Безразмерные величины вводятся по формулам:

t′ =
a

v0
· t, x′ = ax, y′ = ay, Φ′ = av0Φ, p′ = ρv20p, v0 = −Vy,

где штрихи относятся к размерным величинам. Подвижные координаты x, y выра-
жаются через неподвижные X, Y с помощью равенств: X = x, Y = y + h(t).

В работе используются следующие обозначения: Φ(x, y, t) – потенциал скоро-
стей, записанный в подвижной системы координат; Ω(t) – область, заполненная
жидкостью; S1 = S11(t) ∪ S12(t) – поверхность прямоугольного цилиндра, причем
S11(t) = {c(t) 6 |x| 6 1, y = ε} ∪ {−1 6 x 6 1, y = −ε} ∪ {x = ±1,−ε 6 y 6 ε} явля-
ется зоной безотрывного обтекания, а S12(t) = {y = ε,−c(t) < x < c(t)} представляет
собой зону отрыва; x = ±c(t), y = ε – координаты точек отрыва; V = (0, Vy) – ско-
рость цилиндра в момент удара; ḣ(t) – проекция безразмерной скорости движения
цилиндра на ось y (ḣ(t) = −1); 2a, 2b – длины горизонтальной и вертикальной сторон
прямоугольника; Y = −Hb, X = ±HR – дно и стенки бассейна; H – глубина погру-
жения цилиндра в начальный момент времени; R – радиус-вектор с координатами
(x, y) (начало координат находится в центре прямоугольника, ось y направлена вер-
тикально вверх). Картина течения жидкости является симметричной относительно
оси y.

В задачу (1) – (8) входят следующие безразмерные параметры:

Fr =
v0√
ga

, χ = 2
pa − pc

ρv20
, ε =

b

a
,

где Fr – число Фруда; χ – безразмерная разность давлений (число кавитации); pa и
pc – атмосферное давление и давление в каверне; g – ускорение свободного падения;
ε – отношение сторон прямоугольника.

На внешней и внутренней свободных границах задаются давления (динамические
условия), и предполагается, что жидкие частицы не покидают этих границ (кине-
матические условия) (формулы (3) – (6)). На S2(t) действует атмосферное давление
pa, а на S12(t) – давление p = pc, где pc соответствует естественной (pc ≈ 0) или
искусственной кавитации.

Формы внутренней и внешней свободных границ относительно подвижной систе-
мы координат определяются по формулам:

y = ε+ η(x, t); y = H + ξ(x, t) + t.

Дифференцируя эти равенства по времени вдоль траектории движения жидкой
частицы, приходим к кинематическим уравнениям (4) и (6). На основании интеграла
Коши – Лагранжа, записанного в подвижной системе координат, получаем динами-
ческие условия (3) и (5).

Положение точек отрыва внутренней свободной границы жидкости в каждый мо-
мент времени определяется из условия Кутты – Жуковского.

2. Асимптотический анализ задачи на малых временах

В статьях [3–5] был предложен асимптотический метод решения динамических
кавитационных задач удара на малых временах с учетом динамики точек отрыва
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внутренней свободной границы жидкости. С его помощью была исследована зада-
ча об отрывном ударе кругового цилиндра, плавающего на поверхности жидкости
или полностью в нее погруженного. В настоящем параграфе, в очень краткой фор-
ме, главным образом для полноты изложения, объясняется применение этого мето-
да к задаче для прямоугольного цилиндра. Приведенные асимптотические формулы
используются в дальнейшем для сравнения с численными результатами при малых
числах Фруда (результаты подробного асимптотического анализа данной задачи с
конкретными примерами решений при больших числах Фруда составляют содержа-
ние отдельной статьи).

Для построения асимптотики решения поставленной задачи на малых временах,
необходимо зафиксировать положение точек отрыва с помощью следующей замены
переменных:

x1 = xα(t), α(t) =
ln c0
ln c(t)

; y1 = y, x > 0,

где x = c(t), y = ε – координаты точки отрыва в момент времени t, c(0) = c0. В силу
геометрической симметрии задачи, дальнейшие рассуждения проводятся при x > 0.

Решение преобразованной задачи ищется в виде асимптотических разложений
(t → 0):

ϕ(x1, y1.t) = ϕ0(x1, y1) + tϕ1(x1, y1) + o(t), (13)

µ(x1, t) = tµ0(x1) + t2µ1(x1) + o(t2), (14)

ζ(x1, t) = tζ0(x1) + t2ζ1(x1) + o(t2), (15)

c(t) = c0 + c1t + o(t), (16)

ϕ(x1, y1, t) = Φ(xγ
1 , y1, t); ζ(x1, t) = η(xγ

1 , t); µ(x1, t) = ξ(xγ
1 , t); γ = [α(t)]−1

.

Подставляя равенства (13) – (16) в задачу (1) – (8) и применяя специальные про-
цедуры, связанные с переносом краевых условий на первоначально невозмущенный
уровень и с приравниванием коэффициентов при одинаковых степенях t, придем для
определения функций ϕ0 и ϕ1 к смешанным краевым задачам для уравнений Лапласа
и Пуассона в области Ω(0). Задача, возникающая для функции ϕ0, совпадает с реше-
нием классической задачи об ударе с отрывом (9) – (12). Другая функция сводится
к гармонической при помощи подстановки:

ϕ1 = cx1 ln x1
∂ϕ0

∂x1
+ u, c =

c1

c0 ln c0
,

где функция u, не зависящая от c, удовлетворяет уравнению Лапласа и следующим
граничным условиям на первоначально невозмущенных свободных границах:

u+
∂ϕ0

∂y1
+ 0, 5 (∇ϕ0)

2 + Fr−2(y1 −H)− 0, 5χ = 0, y1 = ε, 0 < x1 < c0,

u+
∂ϕ0

∂y1
+ 0, 5

(

∂ϕ0

∂y1

)2

= 0, y1 = H, 0 < x1 < HR.

В зоне контакта, а также на оси симметрии и на боковых стенках нормальная
производная функции u обращается в ноль. На дне выполняется условие uy1=ϕ0x1x1

.
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После решения краевых задач для ϕ0 и u коэффициент c1 находится из условия ре-
гулярности решения исходной задачи в точке отрыва. При этом затрагиваются весьма
тонкие вопросы, связанные с асимптотическим поведением гармонической функции
вблизи точки раздела краевых условий. Проводя рассуждения, аналогичные [3–5],
придем для определения величины c1 к следующим равенствам:

c1 = −a2

a1
, a1 = lim

x1→c0+0

∂2ϕ0

∂x2
1

√
x1 − c0, a2 = lim

x1→c0+0

∂u

∂x1

√
x1 − c0.

Таким образом, чтобы воспользоваться асимптотической формулой (16), нуж-
но найти точку отрыва (c0,ε) в начальный момент времени на основании решения
классической задачи об ударе с отрывом (9) – (12) и определить коэффициент c1 (на-
чальную скорость движения точки отрыва) с помощью решения двух задач (для ϕ0

и u) и вычисления пределов.
Асимптотики малых времен позволяют последовательно рассматривать вопросы,

связанные с динамикой точек отрыва и определением форм внутренней и внешней
свободных границ жидкости. Ниже приводятся только окончательные формулы для
коэффициентов асимптотических разложений (14) и (15):

ζ0(x1) =
∂ϕ0

∂y1
(x1, ε) + 1, ζ1(x1) = f(x1, ε); µ0(x1) =

∂ϕ0

∂y1
(x1, H),

µ1(x1) = f(x1, H), f(x1, y1) = cx1 ln x1
∂2ϕ0

∂x1∂y1
+ 0, 5

∂u

∂y1
.

Отметим, что второй член асимптотической формулы (15) имеет в точке отрыва
корневую особенность. Однако, несмотря на это, анализ внутренней свободной грани-
цы жидкости все-таки удается провести без построения специальных погранслойных
решений. Это обьясняется тем, что на малых временах указанная особенность прояв-
ляет себя только в очень маленькой окрестности точки отрыва и на форму каверны
практически не влияет. Так, рис. 1, соответствующий постановке задачи, выполнен
на основании приведенных асимптотических формул при Fr = 0, 5, χ = −4, ε = 0, 1,
t = 0, 1, H = 1, Hb = 3, HR = 4. Также обратим внимание на то, что в маленьких
окрестностях угловых точек прямоугольника возникают отрицательные давления и
нарушается условие Кутты – Жуковского. Однако на малых временах эту проблему
можно отделить от основной проблемы кавитационного отрыва, вызванного ударом,
и провести анализ задачи без учета влияния угловых точек. Заметим, что при ма-
лых скоростях движения цилиндра влияние угловых точек становится практически
незаметным.

3. Решение задачи при малых числах Фруда

В настоящем параграфе предлагается обобщить линеаризованную модель, пред-
ложенную в [6], сохранив в ней нелинейные слагаемые. При малых числах Фруда, ко-
торые соответствуют небольшим скоростям движения цилиндра, возмущением внут-
ренней свободной границы можно пренебречь и свести вопрос о схлопывании тонкой
каверны к изучению вопроса о динамике точек отрыва. Предполагается, что после
удара точки отрыва движутся по направлению друг к другу и схлопывание проис-
ходит тогда, когда зона отрыва полностью исчезает. В математическом плане дело
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сводится к решению смешанной краевой задачи теории потенциала с нелинейными
граничными условиями типа неравенств:

△Φ = 0, R ∈ Ω(t); Φ = U(Φ), y = H − h(t), (17)

∂Φ

∂n
= ḣ(t)ny, G(Φ) > 0, R ∈ S11(t), (18)

∂Φ

∂n
> ḣ(t)ny, G(Φ) = 0, R ∈ S12(t), (19)

G = 0, 5χt− Φ+ Φ0 + F (Φ)− Fr−2t(y −H)− Fr−2

t
∫

0

h(s)ds, (20)

F (Φ) =

t
∫

0

ḣ(s)
∂Φ

∂y
(x, y, s)ds− 0, 5

t
∫

0

(∇Φ)2 (x, y, s)ds, (21)

U(Φ) = −0, 5

t
∫

0

(∇Φ)2 (x,H − h(t), t)dt. (22)

Существенное отличие математической модели (17) – (22) от линеаризованной мо-
дели, предложенной в [6], состоит в том, что после учета нелинейных членов (21), (22)
время уже не входит в задачу как параметр. Поэтому для ее решения применяется
комбинированный подход, включающий в себя метод шагов по времени в сочетании со
специальным итерационным методом решения задач со свободными границами. Нет
сомнения в том, что при достаточно малых скоростях движения цилиндра нелинейны-
ми слагаемыми в модели можно будет полностью пренебречь. Однако скорости, очень
близкие к нулю, не представляют большого интереса для практики. Поэтому важно
как можно точнее установить диапазон изменения скорости цилиндра (или числа
Фруда), где нелинейные слагаемые не оказывают существенного влияния на основ-
ные характеристики процесса и, в первую очередь, на динамику точек отрыва. Дру-
гими словами, нужно определить границы применимости линеаризованной модели,
которая характеризуется равенствами F (Φ) = 0, U(Φ) = 0. Именно в этом заключа-
ется основной смысл нелинейной модели (17) – (22). Преимущество линеаризованной
модели состоит в том, что она легко обобщается на плоские тела произвольной фор-
мы (предполагается, что граница тела допускает кусочно-гладкую параметризацию).
Для ее решения могут быть использованы известные численные и аналитические ме-
тоды, хорошо себя зарекомендовавшие при решении классической задачи об ударе с
отрывом. Попутно отметим, что асимптотики малых времен, описанные выше, стро-
ятся тоже с учетом нелинейности. Таким образом, сравнение численных результатов,
полученных на основе рассматриваемых подходов, позволяет оценить влияние нели-
нейных членов и достоверно определить диапазон применимости линеаризованной
модели. Существенно отметить, что, в отличие от линеаризованной модели, асимп-
тотики малых времен очень сложно обобщаются на плоские тела другой формы, что
связано с необходимостью учета динамики точек отрыва. Численное решение нели-
нейной модели (17) – (22) также оказывается более сложным из-за комбинированного
подхода.
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Физический смысл краевых условий типа неравенств объясняется по аналогии с
[6]. Решение задачи (17) – (22) должно удовлетворять условию Кутты – Жуковского
в точках отрыва и условию положительности давления на смоченной поверхности
тела. Асимптотический анализ линеаризованной модели в окрестности точки разде-
ла краевых условий показывает, что условие Кутты – Жуковского, по крайней мере
локально, оказывается равносильным системе неравенств вида (18) – (19). Причем
динамическое условие в (18) является следствием неравенства p > pc (оно интегри-
руется по времени от 0 до t). Справедливость этого неравенства на всей смоченной
поверхности тела подтверждается результатами асимптотического анализа исходной
нелинейной задачи на малых временах и корректностью математической постановки
задачи при F (Φ) = 0, U(Φ) = 0. Таким образом, в случае искусственной кавитации
и малых чисел Фруда формулируется более сильное динамическое условие на смо-
ченной поверхности тела (при pc = 0 оно совпадает с условием неотрицательности
давления). При увеличении числа Фруда неравенство p > pc может нарушаться [5–6].
Кинематическое условие в виде неравенства в зоне отрыва приближенно означает,
что жидкая частица не может входить внутрь твердого тела. Точность этого нера-
венства зависит от справедливости предположения о малости возмущения внутрен-
ней свободной границы жидкости. Таким образом, в случае линеаризованной модели
условие Кутты – Жуковского равносильно системе нервенств, которая использует-
ся при численном счете. Для нелинейной модели аналогичные выводы делаются на
каждом шаге по времени. В результате динамика точек отрыва определяется из усло-
вия Кутты – Жуковского, а неравенство для давления проверяется после решения
задачи.

4. Численная реализация и анализ результатов

Для решения смешанной краевой задачи теории потенциала (17) – (22) с нели-
нейными граничными условиями типа неравенств применяется метод шагов по вре-
мени. На каждом шаге по времени возникает задача с линейными односторонними
ограничениями, совпадающая по своей структуре с классической задачей об ударе с
отрывом. С ее помощью определяется новое положение точек отрыва. Заменяя в (21)
– (22) интегралы на конечные суммы с помощью формулы левых прямоугольников,
получим на k-м шаге итерационного процесса следующую задачу:

△Φk = 0, R ∈ Ω(tk); Φk = Uk, y = H + tk, (23)

∂Φk

∂n
= −ny, Gk > 0, R ∈ S11(tk), (24)

∂Φk

∂n
> −ny, Gk = 0, R ∈ S12(tk), (25)

Gk = 0, 5χtk − Φk + Φ0 + Fk − Fr−2(y −H)tk + 0, 5t2kFr−2, (26)

Fk = −τ

k−1
∑

m=0

∂Φm

∂y
− 0, 5τ

k−1
∑

m=0

(∇Φm)
2
, (27)

Uk = −0, 5τ

k−1
∑

m=0

(∇Φ)2 (x,H + tm, tm), (28)
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где Φk = Φ(x, y, tk), τ = tk − tk−1 (k = 1, 2, ...), функция Φ0 соответствует классиче-
ской модели удара.

Для решения задачи (23) – (28) при каждом фиксированном k применяется спе-
циальный итерационный метод, в котором последовательно уточняются неизвестные
заранее зоны отрыва и контакта частиц жидкости. Главным образом, дело сводится
к последовательному решению линейных краевых задач с фиксированными точками
раздела краевых условий. Заметим, что для численной реализации метода доста-
точно локальной формулировки граничных условий типа неравенств в окрестности
точки отрыва. В роли начального приближения выступает решение смешанной кра-
евой задачи (23) – (28) (без учета неравенств) с такой маленькой зоной отрыва, в
окрестности которой нарушается динамическое условие в виде неравенства. Точка, в
которой функция Gk достигает локального отрицательного минимума, принимается
за следующее приближение к точке отрыва. Повторение алгоритма приводит к умень-
шению зоны отрицательных значений функции Gk на каждом шаге итерационного
процесса (отрицательные значения, которые наблюдаются в маленьких окрестностях
угловых точек прямоугольника, на ход итерационного процесса не влияют). Условием
окончания итерационного процесса является полное исчезновение этой зоны. Затем
проверяется кинематическое условие в виде неравенства в зоне отрыва. Заметим,
что линейные задачи (23) – (28) решаются численно методом конечных элементов с
применением пакета FreeFem++ [10]. Подробно это описано в работах [3–5]. В моно-
графии [11] изложены близкие итерационные методы последовательного уточнения
неизвестной границы, возникающие в различных других физических задачах.

Численные расчеты, проведенные на основе модели (23) – (28), в случаях, когда
F (Φ) = 0, U(Φ) = 0 (линеаризованная модель) и F (Φ) 6= 0, U(Φ) 6= 0 (нелинейная мо-
дель), сравниваются с результатами асимптотического анализа исходной нелинейной
задачи на малых временах. Результаты сравнения для величины c(t) при Fr = 0, 4, 0, 5
приведены в табл. 1, 2 (χ = −4, ε = 0, 1, H = 1, Hb = 3, HR = 4). Во второй строке
каждой таблицы представлены результаты, найденные по асимптотической формуле
(16), где c0 = 0, 86, c1 = −1, 91 (Fr = 0, 4) и c1 = −1, 08 (Fr = 0, 5). Третья и четвер-
тая строки содержат результаты, полученные на основе решения задачи (17) – (22)
при F (Φ) = 0, U(Φ) = 0 и F (Φ) 6= 0, U(Φ) 6= 0 соответственно.

Таблица 1

Результаты сравнения для c(t) при Fr = 0, 4, χ = −4

t 0 0,05 0,1 0,15 0,18
asymptotics 0,86 0,76 0,66 – –
linear model 0,86 0,75 0,59 0,31 0
nonlin, model 0,86 0,73 0,56 0,25 0

Сравнение численных результатов позволяет сделать несколько важных выводов.
Во-первых отметим, что асимптотическая формула (16) оказывается эффективной
на промежутке времени (0, t∗), равном примерно половине времени схлопывания тон-
кой каверны. Таким образом, можно считать, что в диапазоне (0, t∗) точка отрыва
движется по линейному закону. После этого ее движение происходит с ускорением,
причем к моменту схлопывания скорость заметно возрастает. Другой важный вывод

116 Bulletin of the South Ural State University. Ser. Mathematical Modelling, Programming
& Computer Software (Bulletin SUSU MMCS), 2020, vol. 13, no. 2, pp. 108–120



ПРОГРАММИРОВАНИЕ

Таблица 2

Результаты сравнения для c(t) при Fr = 0, 5, χ = −4

t 0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,33
asymptotics 0,86 0,80 0,75 0,69 0,64 – – –
linear model 0,86 0,81 0,75 0,67 0,58 0,45 0,27 0,09
nonlin. model 0,86 0,79 0,71 0,62 0,50 0,35 0,10 0

состоит в том, что нелинейные слагаемые в модели (23) – (28) проявляют себя толь-
ко к моменту схопывания тонкой каверны и на определение момента схлопывания
практически не влияют. При уменьшении числа Фруда влияние нелинейных слага-
емых становится менее заметным. Таким образом, при Fr 6 0, 5 линеаризованную
модель можно рекомендовать для изучения процесса схлопывания тонкой каверны и
приближенного определения времени схлопывания. Так как нелинейные слагаемые в
модели не оказывают серьезного влияния на динамику точек отрыва, то при исполь-
зовании линеаризованной модели размерная скорость движения цилиндра не обяза-
тельно должна быть очень маленькой (порядка 0, 1 – 0, 2 м/c). Но вместе с тем она
должна быть такой, чтобы можно было пренебречь возмущением свободных границ
жидкости. Можно считать, что рассмотренные при Fr = 0, 5, χ = −4 примеры со-
ответствуют следующим конкретным физическим ситуациям: v0 = 0, 5м/с; pc = kpa;
k = 1, 005, a ≈ 0, 1м или v0 = 1м/с; pc = kpa; k = 1, 002, a ≈ 0, 4м. Примерное время
схлопывания составляет 0, 06 c или 0, 12 c соответственно.

Рис. 2. Внутренняя свободная граница при
t = 0, 1; 0, 15; 0, 2 (Fr = 0, 5; χ = −4);
сплошная линия – линеаризованная мо-
дель, пунктирная линия – асимптотика

Математическая модель (17) – (22),
основанная на полном пренебрежении
возмущениями свободных границ жид-
кости, была направлена исключитель-
но на изучение динамики точек отрыва
при малых числах Фруда. Однако она
также позволяет определить возмуще-
ния свободных границ жидкости в пер-
вом приближении. В работе было прове-
дено сравнение форм внутренних свобод-
ных границ, полученных на основе лине-
аризованной модели и асимптотической
формулы при t = 0, 1; 0, 15; 0, 2 (Fr = 0, 5; рис. 2). В силу симметрии картины тече-
ния жидкости на рис. 2 показаны только правые половины свободных границ. Полная
картина получается их зеркальным отображением относительно оси y. При использо-
вании линеаризованной модели свободная граница определялась с помощью формулы
(4) без учета нелинейного члена. После интегрирования этого равенства по времени
от 0 до t находилось явное выражение для функции η(x, t). Интеграл по времени от
левой части (4) вычислялся по формуле левых прямоугольников, в которой на каж-
дом шаге решалась смешанная краевая задача с неизвестной зоной отрыва. Отметим,
что на основе линеаризованной модели очень сложно изобразить свободную границу
в маленькой окрестности точки отрыва, где форма кривой близка к вертикальной. На
рис. 2 эта граница показана сплошной линией (пунктирная линия – результат асимп-
тотического анализа). Как видно из рис. 2 и табл. 2, хорошее согласование для форм
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свободных границ наблюдается при тех моментах времени, при которых имеет место
хорошее совпадение для точек отрыва. При t = 0, 2 погрешности становятся замет-
ными как в определении точки отрыва (примерно 10%), так и для формы внутренней
свободной границы жидкости.

c(0)c(0.05)c(0.1)c(0.15)c(0.17)

Рис. 3. Модель схлопывания тонкой каверны с учетом по-
дьема внутренней свободной границы (Fr = 0, 4, χ = −4)

На рис. 2 хорошо
видно, что уменьшение
зоны отрыва сопро-
вождается некоторым
подъемом свободной
границы. При малых
скоростях движения
цилиндра такая кар-
тина будет наблюдаться вплоть до момента схлопывания. При уменьшении числа
Фруда возмущение свободной границы становится менее заметным и предположение
о пренебрежении этим возмущением оправдывается все лучше. Заметим также, что
результаты, полученные для Fr = 0, 5, соответствуют некоторой пограничной ситу-
ации. При дальнейшем увеличении числа Фруда линеаризованная модель перестает
работать, а при его уменьшении работает все лучше и лучше. На рис. 3 на основе
линеаризованной модели смоделировано полное решение проблемы образования
и схлопывания тонкой каверны с учетом подъема внутренней свободной границы
жидкости при Fr = 0, 4, χ = −4 (при этом угловые точки требуют некоторого сгла-
живания, которое не должно повлиять на форму каверны в целом). Отметим, что
использование рассматриваемой математической модели является оправданным, так
как максимальное возмущение внутренней свободной границы составляет примерно
5% от горизонтальной длины прямоугольника.
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The 2D problem of the vertical separation impact of a rectangular cylinder completely

immersed in an ideal, incompressible, heavy fluid is considered. It is assumed that after

the impact, the cylinder moves at a constant speed into the fluid without rotation. A

feature of this problem is that as a result of the impact, the liquid is separated from

the solid surface with the subsequent formation of an attached cavity behind the body.

The main purpose of the work is to study the process of collapse of a thin cavity at small

Froude numbers corresponding to low cylinder velocities. The study of the problem is carried

out using a special mathematical model based on the assumption of small perturbations

of the free boundaries of the liquid. In mathematical terms, it comes down to solving a

dynamic mixed boundary-value problem of potential theory with boundary conditions such

as inequalities. The numerical calculations obtained on its basis are compared with the

results of an asymptotic analysis of the initial nonlinear problem at small times.

Keywords: ideal incompressible fluid; separation impact; dynamics of separation points;

Froude number; cavitation number.
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