
УДК 517.9 DOI: 10.14529/mmp220102

СИСТЕМЫ ЛЕОНТЬЕВСКОГО ТИПА И ПРИКЛАДНЫЕ ЗАДАЧИ

А.В. Келлер1,2

1Воронежский государственный технический университет, г. Воронеж,
Российская Федерация
2Южно-Уральский государственный университет, г. Челябинск,
Российская Федерация

В статье представлен комплекс основных результатов, полученных в последние
годы в аналитических и численных исследованиях различных задач для систем леон-
тьевского типа – конечномерного аналога уравнений соболевского типа. Ключевым
фактором в достижении определенных успехов стало наличие прикладных задач, изу-
чение каждой из которых представляло самостоятельный интерес. В статье будут пред-
ставлены три математические модели, в основе которых лежит система леонтьевского
типа: вырожденная балансовая динамическая модель производственного предприятия,
вырожденная балансовая модель клеточного цикла, математическая модель сложно-
го измерительного устройства. В рамках класса задач будут рассмотрены начальная
задача Шоуолтера – Сидорова для системы леонтьевского типа и ряд задач опти-
мального управления для нее. Кратко будут изложены численные методы решения
таких задач, показаны результаты о сходимости приближенных решений к точному.
Особое внимание будет уделено задаче восстановления динамически искаженного вход-
ного сигнала по наблюдаемому выходному при наличии помех. Математическая мо-
дель сложного измерительного устройства построена как система леонтьевского типа,
начальное состояние которой отражает условие Шоуолтера – Сидорова. Основным
положением теории оптимальных динамических измерений является моделирование
искомого входящего сигнала как решения задачи оптимального управления с мини-
мизацией функционала штрафа, в котором оценивается расхождение моделируемого
и наблюдаемого выходного (или наблюдаемого) сигналов. Наличие помех на выхо-
де измерительного устройства приводит к необходимости использования в численных
алгоритмах цифровых фильтров. Статья носит обзорный характер и дает целостное
понимание направлений развития исследований систем леонтьевского типа.
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Посвящается юбилею профессора Г.А. Свиридюка

Введение

Пусть L и M – квадратные матрицы порядка n, detL = 0. Система леонтьевского
типа

Lẋ = Mx+ y, (1)

является частным (конечномерным) случаем уравнения соболевского типа. Важным
условием является (L, p)-регулярность матрицы M (существует α ∈ C такое, что
det(αL −M) 6= 0, p ∈ {0} ∪ N – порядок полюса в точке ∞ матриц–функции (αL −
M)−1), вектор-функция y : [0; τ ] → Rn, τ ∈ R+.

Системы вида (1) при условии detL = 0 не имеют единого, принятого всеми, на-
звания, так в [1] их называют алгебро-дифференциальными, в [6] – дифференциаль-
но-алгебраическими, в [29] – вырожденными системами обыкновенных дифференци-
альных уравнений, в [17] – дескрипторными системами. Следует отметить, что все
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эти названия используются и тогда, когда L = L(t), M = M(t). Более точное название
систем вида (1) приводило к громоздким формулировкам, и в [32] их было предложе-
но называть системами леонтьевского типа, имея в виду их прототип – знаменитую
балансовую модель В. Леонтьева с учетом запасов [18]. Безусловно, аналогичные си-
стемы позже возникли и в других прикладных задачах, но так как впервые системы
вида (1) неразрешенные относительно производной в прикладном аспекте исследовал
В. Леонтьев, отдавая дань соотечественнику, в научной школе профессора Г.А. Сви-
ридюка, стали следовать названию – системы леонтьевского типа, считая, что оно и
все приведенные выше являются синонимами.

В работах Г.А. Свиридюка и С.В. Брычева основные результаты теории относи-
тельно p-ограниченных операторов и вырожденных аналитических групп операторов
были адаптированы к конечномерной ситуации [32]. Был построен численный алго-
ритм решения задачи Коши

x(0) = x0 (2)

для системы вида (1) в случае, когда свободный член y – постоянный вектор. В каче-
стве примера была построена динамическая балансовая модель городского жилищно–
коммунального хозяйства. Численное решение задачи оптимального управления для
системы леонтьевского типа с начальным условием Коши впервые исследовано в ра-
ботах Г.А. Свиридюка и И.В. Бурлачко [2]. В обоих исследованиях численное решение
задачи требовало проверки принадлежности начальных условий фазовому простран-
ству, что существенно ограничило размер матриц, входящих в состав системы.

Использование в качестве начального условия Шоуолтера – Сидорова

[
(αL−M)−1L

]p+1
(x(0)− x0) = 0 (3)

позволяет купировать эту проблему, здесь α ∈ ρL(M), ρL(M) – L-резольвентное мно-
жество оператора M . Более того, именно исследование задачи (1),(3) привело к раз-
витию в научной школе профессора Г.А. Свиридюка аналитических и численных
методов решения разных начальных, начально–краевых задач для различных урав-
нений соболевского типа [30, 35]. Здесь отметим развивающееся под руководством
С.А. Загребиной направление по исследованию начально–конечных и мультиточеч-
ных задач [34].

Особое значение в решении прикладных задач имеют результаты по исследованию
задач оптимального управления. Впервые для уравнения соболевского типа задача
оптимального управления была поставлена Г.А. Свиридюком и А.А. Ефремовым [31],
в этой же работе были получены условия существования и единственности ее реше-
ния. Затем задачи оптимального управления начали активно исследоваться во всех
направлениях челябинской научной школы профессора Г.А. Свиридюка по уравне-
ниям соболевского типа: Н.А. Манаковой и ее учениками для полулинейных уравне-
ний [19], А.А. Замышляевой и ее учениками для уравнений высокого порядка [36],
А.В. Келлер для систем леонтьевского типа [7], М.А. Сагадеевой для неавтономных
уравнений [21].

В период, когда был разработан численный алгоритм решения задачи оптималь-
ного управления для систем леонтьевского типа [10,13], профессорами А.Л. Шестако-
вым и Г.А. Свиридюком был предложен новый подход к решению одной из основных
задач оптимального измерения – восстановлению динамически искаженного входного
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сигнала по известному выходному сигналу [22]. Измерительное устройство в общем
случае моделируется системой леонтьевского типа [16], а для восстановления сигнала
используются методы оптимального управления, поэтому эта задача получила назва-
ние задачи оптимального динамического измерения. Искажение сигнала обусловлено
как инерционностью измерительного устройства, так и помехами различной природы
– резонансами и шумом. Для решения задачи оптимального динамического измере-
ния при наличии случайных помех исследования стали вестись по двум направлени-
ям: развитие теории стохастических уравнений соболевского типа [3,4,23] и развитие
численных методов [24, 26]. Необходимо подчеркнуть, что исследования стохастиче-
ских уравнений в бесконечных гильбертовых пространствах ведутся в научной школе
профессора И.В. Мельниковой [20], стохастических уравнений леонтьевского типа в
терминах текущих скоростей – в научной школе профессора Ю.Е. Гликлиха [5].

В данной обзорной статье приводятся математические модели, в основе кото-
рых лежат системы леонтьевского типа, и ключевые результаты в развитии числен-
ных методов решения задач оптимального управления, полученные в научной школе
профессора Г.А. Свиридюка, за исключением обобщенной математической модели
измерительного устройства. Эта модель построена Ю.В. Худяковым [16], учеником
А.Л. Шестакова, в рамках совместных научных исследований этих двух школ.

1. Математические модели леонтьевского типа

Динамическая балансовая модель предприятия
Межотраслевой баланс (МОБ) или межотраслевой анализ – это метод систематиче-
ской установки взаимосвязей между различными секторами сложной экономической
системы. Сама модель МОБ, описывающая экономику, практически может иметь
как очень высокую размерность, так и малую. Она может представлять, формаль-
но никак не изменяясь, как экономику страны, так и отдельное предприятие [18].
Межотраслевой баланс представляет собой экономико-математическую модель про-
цесса воспроизводства обычно в рамках годового цикла. Рассмотрим динамическую
балансовую модель

x(t) = Ax(t) +Bẋ(t) + g(t). (4)

Здесь элемент aij матрицы прямых затрат A означает количество продукции i-й от-
расли необходимой для производства единицы продукции и/или услуги j-й отрасли,
i, j = 1, 2, . . . , n. В отличие от коэффициентов статической балансовой модели коэф-
фициенты в динамической модели включают также затраты на возмещение выбытия
и капитальный ремонт основных производственных фондов

Элемент bij матрицы B представляет определенный технологический запас осо-
бого типа благ – машин, механических инструментов, промышленных зданий и со-
оружений, рабочих запасов первичных и промежуточных материалов, производимой
отраслью i, который используется отраслью j для производства единицы продукции
и/или услуги им выпускаемым, или удельные капитальные вложения i, j = 1, 2, . . . , n.
В любой динамической балансовой модели предприятия, матрица B всегда содер-
жит нулевые строки, а условие detB = 0 является естественным в экономических
приложениях, так как не все отрасли являются производительными. Элементы gi(t)
вектор-функции g(t) показывают выпуск конечного продукта i-й отраслью или спрос
на продукцию i-й отрасли. Элементы xi(t) вектор-функции x(t) есть значения валово-
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го выпуска продукции i-й отрасли. По сути система (4) означает, что общая стоимость
валового выпуска продуции распределяется на внутреннее потребление отраслей Ax,
развитие основных производственных фондов Bẋ и на внешнее потребление g(t).

Очевидно, что система (4) редуцируется к системе леонтьевского типа (1), где
матрица M = I−A, L = B, y(t) = −g(t) с соответствующим экономическим смыслом.

Так в примере Леонтьева [18] рассматривались взаимосвязи между тремя отрас-
лями экономики – сельским хозяйством, промышленностью и домашними хозяйства-
ми. Матрицы L и M имеют вид:

L =




7

20

1

20

21

20

1

100

103

200

8

25

0 0 0




, M =




3

4

−1

5

−11

20

−7

25

22

35

−3

5

−4

15

−2

15

13

15




.

Третья строка матрицы L является нулевой, так как труд невозможно запасти.
При возникшей практической значимости работ с балансовыми динамическими

моделями в 50 – 80-е годы прошлого века, их методы построения и анализа созда-
вались таким образом, чтобы избежать получения вырожденного случая или полу-
чения такого вида системы, чтобы была возможность ее исследования известным на
то время математическим аппаратом. Многие исследователи отмечали, что система
(4) может не иметь допустимых решений, удовлетворяющих некоторым начальным
условиям. Для преодоления этого, например, предлагалась замена системы уравне-
ний системой неравенств вида

x(t) ≥ Ax(t) +Bẋ(t) + g(t).

Для составления балансовой модели для предприятия в [8] было предложено вы-
делить виды деятельности по отношению к производимому продукту. С одной сторо-
ны, на предприятии специально не вычленяются все осуществляемые виды деятель-
ности, особенно если они относятся к внутренним услугам. С другой стороны, любое
предприятие имеет утвержденную организационную структуру, которая обычно от-
носится к линейно-функциональной, и в рамках которой фактически выделены уже
как различные отделы (или службы), так и виды деятельности. Кроме того, учет
прямых затрат и учет основных средств имеет разделение в управленческом (или
бухгалтерском) учете в соответствие с организационной структурой. Обычно пер-
вичный список подразделений гораздо шире необходимого для создания балансовой
модели. Целесообразно сгруппировать подразделения по виду проводимых работ в
создаваемый нами перечень видов деятельности с соответствующим суммированием
показателей затрат и основных средств. Варьирование в модели любого конечного
количества видов деятельности, и на основе производимого при этом агрегирования
и дезагрегирования их объемов производства и потребления, влияющих на оценки
производственных и экономических связей, позволяет приблизиться к оптимальной
в балансе структуре.

Предлагается использовать три группы структурных элементов матриц, входя-
щих в состав модели:
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1) производительные виды деятельности, их продукт является конечным, к ним
относят подразделения, выпускающие продукты (товары или услуги) и приносящие
предприятию прибыль; обозначим их количество числом l;

2) обслуживающие виды деятельности, их продукт является промежуточным, к
ним относят подразделения компании, осуществляющие вспомогательную функцию,
например, отдел логистики, маркетинга, сбыта, бухгалтерия и т.д.; обозначим их ко-
личество числом m;

3) потребители конечного продукта или внешние виды деятельности, это струк-
турный элемент модели, в который всегда входят две составляющие: домашнее хозяй-
ство (в виде труда персонала компании) и корпоративные потребители (поставщики,
контрагенты); обозначим их количество числом k.

Заметим, что l + m + k = n – порядку матриц, входящих в состав балансовой
модели

В [8] была приведена балансовая модель реального предприятия при n = 24 и
основные шаги работы. Для построения и расчета элементов матриц, входящих в ба-
лансовую модель, необходимо собрать первичную информацию: затраты по подраз-
делениям и характеристики основных средств (балансовая и остаточная стоимость,
амортизация за период), используемые в подразделениях. Выборку показателей за-
трат необходимо проводить с производственных счетов бухгалтерского учета по фак-
ту разнесения затрат по подразделениям до применения каких-либо калькуляций
себестоимостей продукции/видов деятельностей. Для получения показателей учета
основных средств также используются счета бухгалтерского учета.

Работа по формированию матриц для предприятия проводилась ≪вручную≫ и
заняла больше года. Именно это послужило основой для разработки такой методики
построения балансовой модели, которая бы позволила на структуре бухгалтерской
отчетности, проводимой в программных продуктах, рассчитывать элементы матриц
M и L. Эти работы проводились совместно с Виноградовой Т.А. [11].

Модель сложного измерительного устройства
В [16] представлена обобщенная математическая модель сложных измеритель-

ных устройств. Она включает в себя измерительные преобразователи, моделируемые
подсистемами {

żi(t) = Âizi(t) + B̂iûM i(t),

ŷ
M i(t) = Ĉizi(t) + D̂iη̂i(t),

(5)

где zi(t), ûM i(t), ŷM i(t) – состояние i-го измерительного преобразователя, состояние
входов и выходов соответственно i-й подсистемы, а η̂i(t) – помехи (например, резо-
нансы), наблюдаемые на выходе i-й измерительного преобразователя i = 1, 2, ..., N .

Отметим, что моделирование датчика системой такого вида (при N = 1) было
предложено А.Л. Шестаковым в 1987 году.

Введя обозначения

z(t) =




z1(t)
z2(t)
...

zN(t)


, û

M
(t) =




û
M1(t)

û
M2(t)

...

û
MN(t)


, ŷ

M
(t) =




ŷ
M1(t)
ŷ
M2(t)
...

ŷ
MN(t)


,
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Â = diag(Â1, Â2, ..., ÂN), B̂ = diag(B̂1, B̂2, ..., B̂N),

Ĉ = diag(Ĉ1, Ĉ2, ..., ĈN), D̂ = diag(D̂1, D̂2, ..., D̂N),

модель комплекса N измерительных преобразователей представим системой
{
ż(t) = Âz(t) + B̂û

M
(t),

ŷ(t) = Ĉz(t) + D̂η̂(t).
(6)

В сложных измерительных устройствах предполагается наличие линейных свя-
зей, которые задаются следующим образом

{
û

M
(t) = S11ŷM

(t) + S12uM
(t) + S13ûM

(t) + S14yM
(t),

y
M
(t) = S21ŷM

(t) + S22uM
(t) + S23ûM

(t) + S24yM
(t),

(7)

где y
M
(t) – моделируемое наблюдение; Sij – это матрицы соответствующих линейных

связей, а u
M
(t) – моделируемый измеряемый сигнал, искажаемый помехами.

После некоторых преобразований и обозначения

x(t) = col(z(t), û
M
(t), ŷ

M
(t), y

M
(t)), y(t) = y

M
(t),

системы (6) и (7) могут быть записаны в виде
{
Lẋ(t) = Ax(t) +Bu

M
(t),

y(t) = Cx(t) +Dη(t),
(8)

где

L =




I 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


 , A =




Â B̂ 0 0

Ĉ D̂ −I 0
0 S11 − I S12 S13

0 S21 S21 S23 − I


 ,

B =




B1

B2

S14

S24


 , C =

[
0 0 0 I

]
.

В качестве примера приведем модель сложного измерительного устройства с итера-
ционным принципом для восстановления динамически искаженного сигнала





û
M1 = u

M1,

ż1 = Â1z1 + B̂1ûM1,

ŷ
M1 = Ĉ1z1 + D̂1η̂1,

û
M2 = u

M1 − ŷ
M1,

ż2 = Â2z2 + B̂2ûM2,

ŷ
M2 = Ĉ2z2 + D̂2η̂2,

û
M3 = u

M1 − ŷ
M2,

...

żN = ÂNzN + B̂N ûMN ,

ŷ
MN = ĈNzN + D̂N η̂N ,

y
M
= û

M1 + û
M2 + ...+ û

MN + u
M1 − ŷ

M1 − ŷ
M2 − ...− ŷ

MN .

(9)
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Система (9) отражает идею коррекции динамической погрешности при итераци-
онном принципе, который состоит в последовательном использовании произвольного
числа измерительных преобразователей, выход системы представляет собой сумму
наблюдаемого сигнала и моделируемых итерационными звеньями погрешностей. Ма-
тематическая модель такого измерительного устройства записывается в виде матрич-
ного уравнения для случая N = 2




I 0 0 0 0 0 0
0 I 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0




·




ż1
ż2
˙̂u
M1

˙̂u
M2

˙̂y
M1
˙̂y
M2

ẏ
M




=

=




Â1 0 B̂1 0 0 0 0

0 Â2 0 B̂2 0 0 0

Ĉ1 0 0 0 −I 0 0

0 Ĉ2 0 0 0 −I 0
0 0 −I 0 0 0 0
0 0 0 −I −I 0 0
0 0 I I −I −I −I




·




z1
z2
û

M1

û
M2

ŷ
M1

ŷ
M2

y
M




+




0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 D̂1 0

0 0 0 D̂2

I 0 0 0
I 0 0 0
I 0 D1 D2




·




u1

0
η̂1
η̂2


 .

Таким образом, обобщенная математическая модель измерительного устройства
представима в виде системы леонтьевского типа (8).

Динамическая балансовая модель клеточного цикла
Вырожденная динамическая балансовая модель клеточного цикла была предло-

жена С.И. Эбель и была построена с использованием методики для динамической
балансовой модели предприятия [9]. В рамках вырожденной динамической балансо-
вой модели клеточного цикла модели (4) рассмотрим потоки вещества, энергии, ин-
формации для построения элементов матриц с выделением трех групп структурных
элементов, соответствующих потокам вещества, энергии, информации.

К внутриклеточному потоку веществ относят реакции дыхательного обмена, ко-
торые поставляют энергию и снабжают клетку строительным белком для синтеза
разнообразных молекул.

К внутриклеточному потоку энергии относят анаболические реакции (синтеза
крупных молекул из более мелких и простых с затратами энергии) и катаболиче-
ские реакции (распада крупных молекул на более мелкие и простые с выделением
энергии). Совокупность катаболических и анаболических реакций, протекающих в
клетке в любой данный момент, составляют ее метаболизм.

К внутриклеточному потоку информации относятся те, благодаря которым клет-
ка приобретает структуру, отвечающую критериям живого, поддерживает ее во вре-
мени, а так же передает в ряду поколений. В потоке информации участвует ядро,
макромолекулы приносящие информацию (матричная РНК) в цитоплазму, цитоплаз-
матический аппарат трансляции (транспортная РНК, рибосомы полиномы) и др.
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Живая клетка на временном интервале [t0, t0 + τ ] воспроизводит новую клетку,
где t0 – момент начала клеточного цикла, τ – время создания новой клетки. Время
t ∈ [t0, t0 + τ ] определяет текущий момент времени процесса создания новой клетки.
Предполагается, что в начальный момент времени t0 клетка обладает вещественным
потенциалом (запасом вещества) m0 = m(t0), энергетическим потенциалом (запасом
энергии) e0 = e(t0) и информационным потенциалом (информационным ресурсом)
u0 = u(t0). Вектор Bx0 = Bx(t0) = (m0, e0, u0) определяет начальные запасы веще-
ства, энергии, информации в клетке. Окончание создания новой клетки определяется
наличием удвоенного запаса Bx(t0 + τ) = 2Bx(t0) = 2BX0. Вектор x(t) определяет
объем производства вещества (x1(t)), энергии (x2(t)) и информации (x3(t)) в момент
времени t ∈ [t0, t0 + τ ]. A и B – квадратные матрицы размера (n × n). Матрица A

содержит элементы, показывающие удельные затраты вещества, энергии и инфор-
мации необходимых для поддержания функционирования клетки, или нормы затрат
i-го ресурса на синтез единицы j-го ресурса. Элементы матрицы B определяют нормы
приращения внутриклеточных потоков i-го ресурса на прирост единицы j-го ресурса.

Охарактеризуем вектор f(t) = (fm(t), fe(t), fu(t)): каждая компонента f(t) со-
стоит из трех слагаемых fi(t) = fi0(t) + fi1(t) − fi2(t), где fi0(t) – удовлетворение
потребностей клетки за счет произведенных ресурсов fi1(t) – удовлетворение потреб-
ностей клетки за счет ресурсов внешней среды, fi2(t) – отток произведенных ресурсов
клетки во внешнюю среду в момент времени t.

С учетом отмеченных обстоятельств в каждый момент времени выполняется ба-
лансовое соотношение (4). Приведем модельный пример построения балансовой ди-
намической модели клеточного цикла.

В первой группе выделяются следующие структурные элементы: расщепление ли-
пидов, нуклеиновых кислот, белков жиров; синтез белков, жиров, углеводов и транс-
порт (ЭПР, комплекс Гольджи, рибосомы).

Во второй группе выделяются следующие структурные элементы: анаболизм и
катаболизм.

В третьей выделяются следующие структурные элементы: регуляция всех видов
клеточной активности (ядро); передача наследственной информации ДНК.

Система (4) редуцируется к системе леонтьевского типа (1), где матрицы M и L

имеют вид

M = I −A =




1 −0, 25 0 −0, 35 0 0

0 1 −0, 2 0 −0, 05 −0, 05

0 −0, 3 1 −0, 05 −0, 05 0

−0, 3 −0, 1 −0, 1 1 −0, 05 −0, 05

0 −0, 1 −0, 1 −0, 1 0, 9 −0, 1

0 −0, 1 −0, 1 −0, 1 −0, 2 1




,

L = B =




0 0, 3 0 0, 2 0 0

0 0 0, 4 0 0, 1 0, 1

0 0, 4 0 0, 05 0, 05 0

0, 4 0 0, 1 0 0, 05 0, 05

0 0, 1 0, 1 0, 1 0, 1 0, 1

0 0 0 0 0 0




.
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Также моделировалось и взаимодействие клетки с внешней средой на временном
интервале (t0, τ), определяя вектор-функцию y(t)

2. Задача Шоуолтера – Сидорова

Результаты аналитического и численного исследования задачи Шоуолтера – Си-
дорова для систем и различных моделей леонтьевского типа представлялись во мно-
гих работах, например [7–9]. Приведем ключевые результаты решения задачи (1),
(3) в компактной форме. Пусть L и M – квадратные матрицы порядка n, причем
detL = 0.

Решением системы (1) называется вектор-функция x ∈ C1 ((0;T ) ;Rn) ∩
C ([0;T ] ;Rn) , удовлетворяющая уравнениям системы. Решение системы (1) назы-
вается решением задачи (1), (3), если оно вдобавок удовлетворяет уравнениям (4).

Теорема 1. Пусть матрица M (L, p)-регулярна, p ∈ N0 и detM 6= 0. Тогда для лю-
бого x0 ∈ Rn

+ и y ∈ Cp+1((0, τ);Rn
+)∩Cp([0, τ ];Rn

+) существует единственное решение
задачи (1), (3) x(y, t), которое к тому же имеет вид

x(y, t) = lim
k→+∞

xk(y, t),

где xk(y, t) определяется формулой

xk (y, t) = −

p∑

q=0

(M−1(I −Qk)L)
qM−1(I −Qk)y

(q)(t) +X t
kx0 +

t∫

0

Rt−s
k Qky(s)ds,

Qk = lim
k→+∞

[
kLL

k (M)
]p+1

, X t
k =

[(
L−

t

k(p+ 1)
M

)
−1

L

]k(p+1)

,

Rt
k =

[(
L−

t

k(p+ 1)
M

)
−1

L

]k(p+1)−1(
L−

t

k(p+ 1)
M

)
−1

.

В условиях теоремы 1 для любого x0 ∈ Rn
+ и y ∈ Cp+1((0, τ);Rn

+) ∩ Cp([0, τ ];Rn
+).

∃K ∈ N такое, что при k ≥ K существует единственное приближенное решение
задачи (1), (3) x̃k(y, t), которое определяется формулой

xk (y, t) = −

p∑

q=0

(
M−1 (I −Qk)L

)q
M−1 (I −Qk) y

(q)(t)+

+X t
kx0 +

τ

2

2p∑

j=1

R
t−tj
k Qky(tj)ωj ,

здесь для вычисления определенного интеграла используется квадратная формула

Гаусса, ωj и sj – веса и узлы формулы, а tj =
τ

2
+

τ

2
sj .
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3. Задачи оптимального управления

Для постановки задач оптимального и жесткого управления введем в рассмотре-
ние пространство управлений

U = {u ∈ L2 ((0, τ) ;R
n) : u(p+1) ∈ L2 ((0, τ) ;R

n) , p ∈ {0} ∪ N}

и пространство состояний

X = {x ∈ L2 ((0, τ) ;R
n) : ẋ ∈ L2 ((0, τ) ;R

n)}.

В пространстве U выделим компактное выпуклое множество U∂ – множество допу-
стимых управлений.

Решение задачи оптимального управления для системы леонтьевского типа за-
ключается в нахождении пары (v, x(v)) ∈ U∂ ×X почти всюду на (0, τ), удовлетворя-
ющую системе

Lẋ = Mx+ f +Bu, (10)

с начальным условием Шоуолтера – Сидорова (3), при этом

J(v) = min
u∈U∂

J(u), (11)

J(u) = β

1∑

q=0

τ∫

0

∥∥∥Cx(q)(u, t)− Cx
(q)
0 (t)

∥∥∥
2

dt+ (1− β)

θ∑

q=0

τ∫

0

〈
Nqu

(q)(t), u(q)(t)
〉
dt. (12)

Здесь ‖·‖ и 〈·〉 – норма и скалярное произведение в Rn соответственно, C – квадратная
матрица порядка n, Nq – симметричные положительно определенные матрицы, q =
0, p+ 1, θ = 0, p+ 1, β, 1− β – весовые коэффициенты целей управления достижения
плановых показателей и минимизации управляющего воздействия.

В качестве множества допустимых управлений принимается

p+1∑

q=0

τ∫

0

∥∥u(q)(t)
∥∥2 dt ≤ d. (13)

Если положить β = 1, то получим задачу жесткого управления.
Для постановки задач стартового и стартового жесткого управления введем в

рассмотрение пространство

Y = {y ∈ L2 ((0, τ) ;R
n) : y(p+1) ∈ L2 ((0, τ) ;R

n) , p ∈ {0} ∪ N}

и пространство состояний

X = {x ∈ L2 ((0, τ) ;R
n) : ẋ ∈ L2 ((0, τ) ;R

n)}.

Пространство управлений U = Rn. В пространстве U выделим замкнутое выпуклое
множество U0

∂ – множество допустимых управлений

∥∥u0
∥∥2 ≤ d.
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Задача стартового управления. Найти пару (v0, x(v0)) ∈ U0
∂ × X почти всюду

на (0, τ), удовлетворяющую системе леонтьевского типа (1) с начальным условием
Шоуолтера – Сидорова

[
(µL−M)−1L

]p+1
(x(0)− u0) = 0,

при этом

J(v0) = min
u0∈U∂

J(u0),

J(u0) = β

1∑

q=0

τ∫

0

∥∥∥Cx(q)(y, u0, t)− Cx
(q)
0 (t)

∥∥∥
2

dt+ (1− β) ‖u0‖
2
.

Если положить β = 1, то получим задачу стартового жесткого управления.
Здесь приведем результаты о виде точного и приближенного решения только за-

дачи оптимального управления для систем леонтьевского типа (10) – (13), основные
этапы алгоритма численного решения этой задачи. Для других задач основные эта-
пы те же, отличия обусловлены видом начального условия и функционалом качества.
Более подробное изложение в [8]. Справедлива следующая

Теорема 2. Пусть матрица M (L, p)-регулярна, p ∈ N0, τ ∈ R+, причем detM 6=
0. Тогда для любых x0 ∈ Rn, f ∈ Hp+1(Rn) существует единственное решение
(v, x(v)) ∈ U∂ ×X задачи оптимального управления (10) – (13), где v – точка мини-
мума функционала качества (12), а x(v) определяется формулой

x(v) = lim
k→+∞

xk(v, t) = lim
k→+∞

[
−

p∑

q=0

(M−1(I −Qk)L)
qM−1(I −Qk)(f +Bv)(q)(t)+

+X t
kx0 +

τ∫

0

Rt−s
k Qk(f(s) +Bv(s))ds


 . (14)

Здесь

Qk =
(
kLL

k (M)
)p+1

, X t
k =

(
(L−

t

k
M)−1L

)k

,

Rt
k =

(
(L−

t

k
M)−1L

)k−1(
L−

t

k
M

)
−1

.

Для нахождения приближенного решения u(t) будем использовать представление

uℓ(t) = col

(
ℓ∑

j=0

a1jt
j, ...,

ℓ∑

j=0

anjt
j

)
, (15)

где ℓ ∈ N, учитывая вид первого слагаемого в формуле (14) ℓ необходимо брать таким,
чтобы ℓ > p.

Обозначим приближенное решение задачи оптимального управления (10) – (13)
парой (ṽℓk, x̃

ℓ
k).
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Представление (15) uℓ(t) подставим в (14) и (12). Тогда функционал качества
запишется следующим образом

Jk(u
ℓ) =

1∑

q=0

τ∫

0

∥∥∥Cx
(q)
k (uℓ, t)− Cx

(q)
0 (t)

∥∥∥
2

dt+
θ∑

q=0

τ∫

0

〈
Nq(u

ℓ)(q)(t), (uℓ)(q)(t)
〉
dt,

где xk(u
ℓ, t) имеет вид

xk(u
ℓ, t) = −

p∑

q=0

(
M−1(I −Qk)L

)q
M−1(I −Qk)(f +Buℓ)(q)(t)+

+X t
kx0 +

t∫

0

Rt−s
k Qk

(
f(s) +Buℓ(s)

)
ds.

Отметим, что ṽℓk – точка минимума этого функционала, т.е.

J(ṽℓk) = min
uℓ∈Ul

∂

Jk(u
ℓ).

Найдя ṽℓk и подставив вместо ul в xk(u
ℓ, t), получим x̃l

k, т.е. x̃ℓ
k = xk(ṽ

ℓ
k, t). Парой

(v, x(v)) обозначается точное решение, а парой (ṽℓk, x̃
ℓ
k) – приближенное решение за-

дачи оптимального управления (10) – (13).

4. Алгоритм численного решения задачи оптимального
управления

Алгоритм нахождения приближенного решения задачи оптимального управления
сводится к семи этапам [8].

Этап 1. Вычисление detM . Проверка на отличие его значение от нуля с точностью
ǫ. В случае detM = 0 необходимо провести замену z = eλtx и продолжить нахождение
решения.

Этап 2. Вычисление порядка полюса p = n− q, где q = deg det(αL−M).
Этап 3. Вычисление числа K, начиная с которого можно вычислять приближенное

решение K = max{k1, k2}. Здесь

k1 =
1

µ

q∑

i=0

|ai|+ 1, µ = max

{
1,

1

|aq|

q∑

i=0

|ai|

}
,

k2 =
1

µpp

q∑

i=0

|ai|(p+ 1)n−i + 1.

Этап 4. По заданному количеству узлов и отрезку интегрирования [0, τ ] осуществ-
ляется расчет весов ωj и узлов sj квадратурной формулы Гаусса.

Этап 5. В заданных точках ϑj ∈ [0, τ ] при нулевых значениях aij из (15) вычис-
ляются xk(0, t) и Jk(0).
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Этап 6. Находится минимум функционала J(ṽℓk) и точка минимума

ṽℓk = col

(
ℓ∑

j=0

a∗1jt
j , ...,

ℓ∑

j=0

a∗njt
j

)
.

Нахождение неизвестных a∗ij сводится к реализации многошагового метода покоор-
динатного спуска с памятью [13].

Этап 7. Вычисляется значение x̃ℓ
k.

Обсуждая алгоритм, следует подчеркнуть, что при распараллеливания процессов
алгоритм может быть улучшен: выбор изменяемых элементов в строках можно осу-
ществлять при сопоставлении изменений не в одной строке, а во всех одновременно.

Сходимость приближенного решения к точному доказана в [33]. Справедлива сле-
дующая

Теорема 3. Пусть матрица M (L, p)-регулярна, p ∈ N0, detM 6= 0. Функционал (12)
является непрерывной, сильно выпуклой функцией на компактном выпуклом мно-
жестве U∂ ⊂ U. Пусть (v, x(v)) – точно, а (ṽlk, x̃

l
k) – приближенное решение задачи

оптимального управления (10) – (13). Тогда последовательность {ṽlk} сходится к
{v} по норме U, последовательность {x̃l

k} сходится к x(v) по норме X при k → ∞,
l → ∞, при этом Jk(ṽ

l
k) → J(v), причем выполняется неравенство

q
∥∥ṽlk − v

∥∥2 ≤ Jk(ṽ
l
k)− J(v).

Отметим, что алгоритм был разработан первоначально для исследования вырож-
денной динамической балансовой модели и задач оптимального управления для нее.
При решении прикладных инженерных задач, о которых речь пойдет далее, вре-
мя работы алгоритма составляло несколько десятков часов. Именно этот недостаток
привел к необходимости использования распараллеливания процессов и (или) сплайн-
функций.

5. Задача оптимального динамического измерения

В теории оптимальных динамических измерений важной математической моде-
лью является модель ИУ. Его динамические свойства определяются системой леон-
тьевского типа {

Lẋ = Ax+Bu+Gζ,

y = Cx+Dη,
(16)

а его состояние в начале работы – начальным условием Шоуолтера – Сидорова

[
(αL−A)−1

L
]p+1

(x(0)− x0) = 0 (17)

при некоторых x0 ∈ Rn, α ∈ ρL(A). Математическая модель ИУ (16), (17) связывает
x(t) и ẋ(t) – вектор-функции состояния и скорости изменения состояния ИУ соответ-
ственно; y(t) – вектор-функция наблюдений (или выходного сигнала); A и L – квад-
ратные матрицы состояний и взаимовлияния скоростей состояния ИУ соответственно;
C и D – матрицы, характеризующие связи между состоянием ИУ и наблюдением; u(t)
– вектор-функция измерения (или входного сигнала); η(t) и ζ(t) – вектор-функции
помех на выходе и в цепях ИУ соответственно.
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В [22,25] для решения задачи восстановлении входного сигнала сигнала u = u(t)
по наблюдаемому выходному сигналу y = y0(t) конструируется модель ИУ, при этом
ee качество оценивается величиной расхождений значений выходных сигналов ИУ
и его модели при соответствующих t. Поэтому в математической модели оптималь-
ных динамических измерений, как задачи оптимального управления, необходимым
условием для построения функционала штрафа является отражение в нем разности
между выходными сигналами реального ИУ и его математической моделью. Мини-
мизация функционала обеспечивает нахождение такого входного сигнала, который
является математической моделью искомого измерения (см. рисунок).

Структурная схема математической модели динамических измерений

Для построения математической модели оптимальных дина-
мических измерений будем использовать пространство состояний
χ = {x ∈ L2 ((0, τ) ,R

n) : ẋ ∈ L2 ((0, τ) ,R
n)}, пространство измерений

U =
{
u ∈ L2 ((0, τ),R

n) : u(p+1) ∈ L2 ((0, τ),R
n)
}

и пространство наблюдений
Y = C[χ], причем Y изоморфно некоторому подпространству в χ, хотя не все-
гда Y = χ.

Функционал штрафа имеет вид

J(u) =
1∑

q=0

τ∫

0

∥∥∥y(q)(u, t)− y
(q)
0 (t)

∥∥∥
2

dt, (18)

где y0(t) – выходной сигнал, получаемый в ходе натурного эксперимента, y(t) – мо-
делируемый выходной сигнал (получаемый при работе с математической моделью
восстановления динамически искаженного сигнала),||·|| – евклидова норма в Rn.

Будем искать решение задачи на множестве допустимых моделируемых измере-
ний U∂ . В качестве U∂ возьмем компактное выпуклое подмножество U:

U∂ = {u ∈ U :

p+1∑

q=0

τ∫

0

∥∥u(q)(t)
∥∥2 dt ≤ d}, (19)

где d = const.
Таким образом, задача оптимального динамического измерения заключается в

нахождении такой вектор-функцию моделируемого измерения v ∈ U∂ , при которой
функционал штрафа (18) достигает минимального значения, т.е.

J(v) = min
u∈U∂

J(u), (20)
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при этом x(v) ∈ χ удовлетворяет системе (16) почти всюду на (0, τ) и при некоторых
x0 ∈ Rn, α ∈ ρL(M) – условию Шоуолтера – Сидорова (17).

Вектор-функцию v ∈ U∂, начиная с первых работ по теории оптимальных динами-
ческих измерений, называют оптимальным динамическим измерением [22]. Представ-
ленную задачу (16) – (20) называют основной задачей оптимальных динамических
измерений.

Подчеркнем, что требование близости не только значений наблюдаемого сигнала
и моделируемого наблюдения, но и скоростей их изменения, обосновано результа-
тами качественных исследований и присутствует во всех математических моделях
оптимальных динамических измерений [14, 15, 26–28]. Однако, отметим, что при от-
сутствии помех искажение входного сигнала обусловлено только инерционностью из-
мерительного устройства. Справедлива следующая

Теорема 4. Пусть L и A – квадратные матрицы порядка n, матрица A – (L; p)–
регулярна, detA 6= 0. Тогда для любого x0 ∈ Rn существует единственное решение
v ∈ A∂ задачи (16) – (20), при этом x (v) ∈ ℵ удовлетворяет системе (16), условию
(17) и определяется формулой

x(v) = lim
k→+∞

xk(v, t) = lim
k→+∞

[
−

p∑

q=0

(A−1(I −Qk)L)
qA−1(I −Qk)(Bv)(q)(t)+

+X t
kx0 +

τ∫

0

Rt−s
k Qk(Bv(s))ds


 .

Здесь

Qk =
(
kLL

k (A)
)p+1

, X t
k =

(
(L−

t

k
A)−1L

)k

,

Rt
k =

(
(L−

t

k
A)−1L

)k−1(
L−

t

k
A

)
−1

.

Заметим, что вид функционала штрафа обусловлен также и постановкой задачи,
например, при наличии резонансов в цепях ИУ функционал штрафа имеет вид

J(u) = β

1∑

q=0

τ∫

0

∥∥∥Sy(q)(u, t) + Sy
(q)
0 (t)− Sy

(q)
0 (t)

∥∥∥
2

dt+

+(1− β)
θ∑

q=0

τ∫

0

〈Fqu
(q)(t), u(q)(t)〉dt,

где y0(t) = col(y01(t), y02(t), . . . , y0m(t)) – наблюдаемые сигналы, получаемые в ходе
натурного эксперимента, y0(t) – наблюдаемые сигналы, получаемые в ходе натурного
эксперимента при отсутствии полезных измеряемых сигналов, y(t) – наблюдаемые
сигналы, как результат математического моделирования процесса восстановления
динамически искаженных сигналов, матрица S позволяет в функционале штрафа
учитывать только ту часть наблюдений, которые используются для восстановления
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динамически искаженных сигналов при моделировании процесса (например, наблю-
даются сигналы датчиков давления и температуры, а восстановление измеряемого
сигнала проводится только по данным датчика давления). Коэффициенты β ∈ (0, 1]
и 1−β – весовые, Fk – симметричные неотрицательно определенные матрицы порядка
n, ||·|| и 〈·, ·〉 – евклидовы норма и скалярное произведение в R

n [24].
В [24] представлены численные методы, позволяющие решать данную задачу: ме-

тод многошагового покоординатного спуска с памятью (этот алгоритм представлен в
п. 4) и сплайн-метод.

Кратко изложим суть сплайн-метода решения задачи оптимальных динамических
измерений.

Пусть заданы: матрицы, входящие в состав системы (1): начальное значение x0 ∈
Rn; массив наблюдаемых значений Y0i в узловых точках ti, i = 0, 1, . . . , n выходящего
сигнала, причем ti+1 − ti = δ, t0 = 0, tn = τ .

Отрезок [0, τ ] разбивается на M отрезков [τm−1, τm], где m = 1, 2, ...,M , причем
t0 = τ0 = 0, tn = τM .

На каждом отрезке [τm−1, τm] строится интерполяционная функция yℓ0m(t) в виде
многочлена степени ℓ ≤ n−1

M
.

Последовательно для m = 1, 2, ...,M на [τm−1, τm] решается задача оптимального
динамического измерения (16) – (20) при u ∈ U∂m , где u ∈ U∂m ⊂ U∂ – замкнутое
выпуклое подмножество u ∈ U∂ . Приближенное значение оптимального измерения
vℓkm(t) находится в виде многочлена степени ℓ, налагая условие непрерывности

vℓkm(τm) = vℓk,m+1(τm). (21)

В результате получаем непрерывную на [0, τ ] сплайн-функцию ṽℓk(t) = ∪vℓkm(t). В [15]
показана сходимость приближенного решения, т.е. сплайн-функции ṽℓk(t), к точному
решению v(t) задачи (16) – (20) на [0, τ ]. Она следует из:

1) сходимости интерполяционного процесса при построении сплайн-функции
ỹℓ0(t) = ∪yℓom(t) , т.е.

∥∥ỹℓ0(t)− y0(t)
∥∥ при M → ∞ ;

2) сходимости приближенного решения vℓk(t) к точному vm(t) на отрезке [τm−1, τm]
при m = 1, 2, . . . ,M на основании теоремы 3;

3) непрерывности сплайн-функции ṽℓk(t) на [0, τ ], получаемой при выполнении
условия (21).

В течение последних лет для фильтрации шумов используется подход, при кото-
ром с помощью цифровых фильтров проводится сглаживание наблюдаемого сигнала
с последующим применением сплайн–метода. В одной группе цифровых фильтров
– фильтр скользящей средней [27], цифррой фильтр Савицкого – Голлея [14] – на
основе вычислительных экпериментов определялись параметры фильтра. В одно-
мерном цифровом фильтре Калмана [24] используются статистические характери-
стики шума. Кроме того, эффективным оказался и новый сплайн–метод с простым
усреднением [28]. Важным в этом методе является определение шага дискретизации
с использованием теоремы Котельникова. Большое значение в развиитии численных
методов имеет тот факт, что данными для вычислительных экспериментов являют-
ся результаты испытании датчика давления Метран-43 с аналоговым электронным
преобразователем на стенде лаборатории Южно–Уральского государственного уни-
верситета.
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The article presents a set of main results obtained in recent years in analytical and

numerical studies of various problems for systems of the Leontief type that is a finite-

dimensional analogue of Sobolev type equations. The key factor in achieving certain success
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was the presence of applied problems, the study of each of which was of independent

interest. The article presents three mathematical models based on the Leontief type system:

a degenerate balance dynamic model of a manufacturing enterprise, a degenerate balance

model of the cell cycle, and a mathematical model of a complex measuring device. As a

class of problems, we consider the Schowalter–Sidorov initial problem for a Leontief-type

system and a number of optimal control problems for it. Numerical methods for solving

such problems are briefly outlined, and results on the convergence of approximate solutions

to the exact one are shown. Particular attention is paid to the problem of restoring a

dynamically distorted input signal from an observed output signal in the presence of noise.

The mathematical model of a complex measuring device is constructed as a Leontief-type

system, the initial state of which reflects the Showalter–Sidorov condition. The main position

of the theory of optimal dynamic measurements is modelling the desired input signal as a

solution to the problem of optimal control with minimization of the penalty functional, in

which the discrepancy between the simulated and observed output (or observed) signal is

estimated. The presence of noise at the output of the measuring device leads to the need

to use digital filters in numerical algorithms. The article is of a review nature and provides

an analysis of the development of research into Leontief-type systems.

Keywords: Leontief-type system; optimal control; Showalter–Sidorov condition;

numerical solution algorithms; optimal dynamic measurement; degenerate balance dynamic

enterprise model.
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