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В работе излагается схема применения метода спектральных элементов для мо-
делирования динамического поведения пьезоэлектрического преобразователя сложной
формы в трехмерном случае. Предлагаемая в данной работе математическая модель
необходима для обобщения гибридного метода для описания возбуждения и измере-
ния бегущих волн в протяженных конструкциях в трехмерном случае. Рассматрива-
ются различные типы электродирования пьезоэлектрических преобразователей, а так-
же различные граничные условия для описания процессов возбуждения (актуаторы)
и измерения (сенсоры). Неизвестные перемещения аппроксимируются с помощью ин-
терполяционных полиномов Лагранжа на узлах Гаусса – Лежандра – Лобатто, система
линейных алгебраических уравнений формулируется относительно значений вектора
перемещений и электрического потенциала в узловых точках. Проводится сравнение
результатов моделирования с расчетами в коммерческом конечноэлементном пакете
COMSOL Multiphysics. Анализируются электромеханические характеристики динами-
ческого поведения преобразователей в зависимости от режима работы и особенностей
электродирования. Рассчитываются резонансные частоты преобразователя и приво-
дятся соответствующие собственные формы колебаний.
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Введение

Системы мониторинга целостности конструкций, основанные на использовании
бегущих волн, имеют большой потенциал в задачах оценки надежности протяженных
конструкций [1–3]. Такие системы широко используются для мониторинга композит-
ных тонкостенных конструкций в авиакосмической промышленности [4] и других от-
раслях, например, при диагностике трубопроводов, лопастей ветрогенераторов, баков
высокого давления и резервуаров для хранения нефти [5]. Для возбуждения и изме-
рения бегущих волн, как правило, используются пьезоэлектрические преобразова-
тели различных типов, что допускает автоматическое тестирование инспектируемой
конструкции согласно утвержденному графику [5]. Поскольку системы мониторин-
га основываются на обработке измеренных с помощью датчиков данных, то методы
обработки сигналов должны позволять определять различия в измеренных данных,
вызванные внешними условиями, дефектами в структуре или частично отслоивши-
мися датчиками. Таким образом, для создания и успешного применения на практике
ультразвуковых систем мониторинга необходимы быстрые и надежные трехмерные
математические модели, описывающие процессы возбуждения, распространения, рас-
сеивания бегущих волн, генерируемых пьезоэлектрическими преобразователями.

Для описания распространения бегущих волн в слоистых структурах удобно ис-
пользовать полуаналитические методы, которые позволяют быстро рассчитывать
волновые поля и учитывать простые дефекты [6]. Для моделирования неоднород-
ных структур, дефектов сложной формы и пьезоэлектрических элементов использу-
ют сеточные методы, которые обеспечивают высокую точность, но при этом требуют
больших вычислительных ресурсов. Поэтому для решения волновых задач активно
развиваются гибридные подходы, в которых области со сложной геометрией, опи-
сываются прямыми численными методами, а распространение волн в протяженных
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структурах – с помощью аналитических и полуаналитических подходов, см. обзор
в [7]. Полуаналитический гибридный подход для моделирования бегущих волн, воз-
буждаемых частично отклеенным пьезоэлектрическим преобразователем в двумер-
ном случае, был описан в статье [8]. При таком подходе пьезопреобразователь опи-
сывается методом спектральных элементов (МСЭ) в частотной области [9], а рас-
пространение упругих волн в неограниченном слое – с помощью метода граничных
интегральных уравнений (МГИУ) [10]. Этот гибридный подход позволяет учитывать
поведение пьезоэлектрической структуры и при этом быстро и эффективно описы-
вать волновые поля в слое, моделировать отдельные моды, рассчитывать волновую
энергию и резонансные частоты всей структуры. Точность вычислений на основе
двумерной модели падает с ростом частоты колебаний. Кроме того, некоторые физи-
ческие характеристики (например, импеданс) не могут быть достоверно рассчитаны
в рамках двумерной модели, поскольку они зависят от характеристик трехмерной
структуры. Таким образом, необходимо разрабатывать полную трехмерную матема-
тическую модель для описания возбуждения бегущих волн в протяженной структуре
пьезоэлектрическими преобразователями.

На практике часто используются пьезоэлектрические преобразователи с загнутым
электродом, что позволяет припаивать контакты с одной (обычно верхней) стороны
датчика. При этом, было показано влияние загнутого электрода на возбуждаемые
актуатором волновые поля [11, 12], что обуславливает необходимость учета этой осо-
бенности при моделировании. В данной статье описано применение МСЭ в частотной
области для описания динамического поведения пьезоэлектрического преобразова-
теля в трехмерном случае. Одно из преимуществ МСЭ – возможность моделировать
преобразователи сложной формы и/или с загнутыми электродами, которые зачастую
и используются на практике ввиду практичности и легкости в установке. В данной
работе были разработаны две модели преобразователя – с загнутым электродом и
без, произведен численный анализ для обоих случаев. Для моделирования загнутого
электрода разработана схема неравномерного разбиения области на конечные эле-
менты. Производится оценка сходимости решения, а также необходимого количества
конечных элементов для получения точного решения. Рассчитываются резонансные
частоты пьезоэлектрического преобразователя и приводятся собственные формы ко-
лебаний. Результаты моделирования сравниваются с расчетами в коммерческом ко-
нечноэлементном пакете COMSOL Multiphysics.

Предлагаемая математическая модель пьезопреобразователя будет в дальнейшем
использоваться при разработке гибридного подхода для решения связанной трехмер-
ной задачи о преобразователе, приклееном на поверхности упругого волновода. В
связи с этим, задаются граничные условия на напряжения на нижней грани преобра-
зователя – вдоль которой будет производиться ≪сшивка≫ с МГИУ на основе непре-
рывности перемещений и напряжений. Рассматривается действие преобразователя
как актуатора и как сенсора, задаются соответственные граничные условия.

1. Математическая модель

1.1. Постановка задачи

Рассматриваются пьезоэлектрические преобразователи с двумя электродирован-
ными нижней и верхней поверхностями (рис. 1а), а также с загнутым снизу элек-
тродом (рис. 1б). Прямоугольный пьезоэлектрический преобразователь занимает об-
ласть Ω = [0, w] × [0, e] × [0, h] с границей ∂Ω в декартовой системе координат
x = {x1, x2, x3} = {x, y, z} с центром на одном из углов преобразователя и осями,
направленными параллельно боковым граням.
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Рис. 1. Геометрия задачи для пьезоэлектрического преобразователя с нижним неза-
гнутым (а) и нижним загнутым электродом (б)

Уравнения состояния для пьезоэлектрического материала имеют следующий вид:

σij = CE
ijklskl − eθijkEk,

Di = eθijkskl + εSijEk,
(1)

где σij – компоненты тензора напряжений, skl – компоненты тензора деформации, Di

– компоненты вектора электрического смещения, Ek = − ∂φ

∂xk
– компоненты вектора

напряженности электрического поля. Свойства материала задаются при помощи тен-
зора упругих констант Cijkl, тензора констант пьезоэлектрических напряжений eijk,
тензора диэлектрической проницаемости εSij и плотностью ρ.

Нестационарные колебания преобразователя описываются уравнениями движе-
ния

σij,j = ρ
∂2uj
∂t2

, (2)

и уравнениями электростатики:
Di,i = 0. (3)

Гибридный подход, описанный в [8], предполагает решение гармонической задачи
с последующим применением преобразования Лапласа для нахождения нестационар-
ного решения, поэтому в работе рассматриваются гармонические колебания в переме-
щениях u(x, t) = u(x)eiωt с круговой частотой ω, что позволяет привести уравнение
(2) к виду:

σij,j + ρω2uj = 0. (4)

Все границы пьезоэлектрического преобразователя свободны от напряжений, за ис-
ключением нижней грани Sload = {x3 = 0} ∩ ∂Ω, где задается некоторая нагрузка:

σij · nj = 0, x ∈ ∂Ω \ Sload,

σi3(x) = qi(x), x ∈ Sload.
(5)

Здесь и далее n обозначает вектор нормали к поверхности.
У пьезоэлектрического преобразователя имеются две электродированные поверх-

ности S±. В случае загнутого электрода S− = {{x3 = 0}∪{x1 = 0}∪{x3 = h, 0 ≤ x1 ≤
b}} ∩ ∂Ω и S+ = {x3 = h, b+ c ≤ x1 ≤ w} ∩ ∂Ω, а для незагнутого нижнего электрода
S− = {x3 = 0}∩∂Ω и S+ = {x3 = h}∩∂Ω. Здесь величины b и c характеризуют ширину
загнутого электрода и неэлектродированной полосы на верхней грани преобразова-
теля. Различаются условия для пьезоэлектрического преобразователя, работающего
в режиме возбуждения (актуатор) и в режиме измерения (сенсор). В обоих случаях
нижний электрод считается заземленным:

φ(x) = V − = 0, x ∈ S−. (6)
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На второй электродированной поверхности в случае работы в режиме актуатора за-
дается постоянный электрический потенциал:

φ(x) = V +, x ∈ S+, (7)

тогда как в режиме сенсора электрический потенциал на электроде x ∈ S+ предпо-
лагается неизвестным, а электрический заряд равным нулю:

φ(x1, x2, h) = θ, x ∈ S+,
∫

S+

D3(x1, x2, h)dx1dx2 = 0. (8)

В практике применения систем мониторинга, неэлектродированные поверхности пре-
образователя SD = ∂Ω \ (S+ ∪ S−) контактируют только с воздушной средой, что
позволяет использовать следующие граничные условия:

D(x) · n = 0, x ∈ SD. (9)

1.2. Общая схема решения

Динамическое поведение пьезоэлектрического преобразователя описывается с по-
мощью метода спектральных элементов в частотной области. Для записи вариаци-
онной формулировки уравнений движения вводится пространство тестовых функций
W , выбор которых обуславливают граничные условия (6) – (8):

Wv = {v(x)|vi(x) ∈ L2(Ω)},

Wψ = {ψ(x) ∈ L2(Ω), ψ(x) = 0, x ∈ S+
⋃

S−}.
(10)

При этом уравнения (3) и (4) проецируются на пространство тестовых функций (10),
где для каждого уравнения (3) и (4) вводятся свои тестовые функции:

∫

Ω

∂σij(x)

∂xj
vsi (x)dV +

∫

Ω

ρω2ui(x)v
s
i (x)dV = 0, (11)

∫

Ω

∂Di(x)

∂xi
ψ(x)dV = 0. (12)

После этого, используя интегрирование по частям, уравнения (11), (12) приводятся к
слабой постановке:

3
∑

i=1

3
∑

j=1

∮

∂Ω

vsi (x)

[

3
∑

k=1

3
∑

l=1

Cijkl
∂uk(x)

∂xl
+

3
∑

k=1

ekil
∂φ(x)

∂xk

]

njdS−

−
3
∑

i=1

3
∑

j=1

∫

Ω

∂vsi (x)

∂xj

[

3
∑

k=1

3
∑

l=1

Cijkl
∂uk(x)

∂xl
+

3
∑

k=1

ekil
∂φ(x)

∂xk

]

dV+

+
3
∑

i=1

∫

Ω

vsi (x)ρω
2ui(x)dV = 0,

(13)
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3
∑

i=1

∮

∂Ω

ψ(x)

[

3
∑

k=1

3
∑

l=1

eikl
∂uk(x)

∂xl
−

3
∑

k=1

εik
∂φ(x)

∂xk

]

nidS−

−

3
∑

i=1

3
∑

j=1

∫

Ω

∂ψ(x)

∂xj

[

3
∑

k=1

3
∑

l=1

Cijkl
∂uk(x)

∂xl
−

3
∑

k=1

ekil
∂φ(x)

∂xk

]

dV = 0.

(14)

Для реализации МСЭ рассматриваемая область разбивается на подобласти (ко-
нечные элементы), на каждой из которых находится численное решение, после чего
происходит его сопряжение на границах конечных элементов. Так, прямоугольная
область Ω разбивается на Mi элементов по оси xi. При равномерном разбиении об-
ласти на элементы (когда длина каждого элемента соответствует величине w/M1,
ширина – e/M2, а высота – h/M3) нужно использовать более частое разбиение на эле-
менты, что приводит к увеличению вычислительной нагрузки. Поэтому для решения
задачи о пьезоэлектрическом преобразователе с загнутым электродом, использова-
лось неравномерное разбиение на элементы, когда размер элементов увеличивается
ближе к краям преобразователя. В этом случае разбиение на элементы проводилось
пропорционально узловым точкам.

Решение в пьезоэлектрическом преобразователе по каждой координате аппрок-
симируется интерполяционными полиномами Лагранжа C i(xk) степени N на узлах
Гаусса – Лежандра – Лобатто λk, k = 1, N + 1 (см. подробнее в [8, 13]):

u(x) =

{

M1
∑

l1=1

M2
∑

l2=1

M3
∑

l3=1

N+1
∑

i1=1

N+1
∑

i2=1

N+1
∑

i3=1

ul1l2l3i1i2i3k C i1(ξl11 )C
i2(ξl22 )C

i3(ξl33 )

}

, k = 1, 2, 3,

φ(x) =

M1
∑

l1=1

M2
∑

l2=1

M3
∑

l3=1

N+1
∑

i1=1

N+1
∑

i2=1

N+1
∑

i3=1

φl1l2l3i1i2i3C i1(ξl11 )C
i2(ξl22 )C

i3(ξl33 ).

(15)

Здесь ξlii , li ∈ [1,Mi] – координата узловой точки в локальной системе координат
элемента. Для тестовых функций используются те же интерполяционные полиномы,
причем на каждом элементе вводятся свои тестовые функции:

vsi (x) = δisC
p1(ξt11 )C

p2(ξt22 )C
p3(ξt33 ), vs(x) ∈ Wv,

ψ(x) = Cp1(ξt11 )C
p2(ξt22 )C

p3(ξt33 ), ψ(x) ∈ Wψ,
ti = 1,Mi, pi = 1, N + 1, i = 1, 3, s = 1, 3.

(16)

Представления (15) и (16) подставляются в (13), (14), что после преобразований
с учетом свойства C i(λk) = δik интерполяционных полиномов приводит к системе
линейных алгебраических уравнений

A · y = f (17)

относительно неизвестных значений перемещений u и электрического потенциала φ
в узловых точках y = {{ul1l2l3i1i2i3k }, {φl1l2l3i1i2i3}}. Система линейных алгебраических
уравнений, возникающих при дискретизации (13) имеет вид:

3
∑

k=1

M1
∑

l1=1

M2
∑

l2=1

M3
∑

l3=1

N+1
∑

i1=1

N+1
∑

i2=1

N+1
∑

i3=1

ul1l2l3i1i2i3k

{

(δk1+δk2+δk3)

(

3
∑

i=1

δis

[

−
Sl11

Sl22 S
l3
3

Ci1k1·

·
N+1
∑

k1=1

(

wk1Dk1p1Dk1i1
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Здесь используются следующие обозначения: Dki =
dCi(λk)
dx

, wk – весовые коэффици-
енты для квадратурных формул, используемых при численном интегрировании, см.
подробнее [13]. Вторая часть системы, формируемая при дискретизации (14), имеет
вид:
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При моделировании пьезоэлектрического сенсора к вектору неизвестных добавля-
ется значение потенциала θ на верхней границе S+, которое отыскивается из условий
равенства нулю электрического заряда (8). В результате в системе (17) добавляется
новая строка, коэффициенты которой имеют вид:
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= 0.

Требование выполнения граничных условий (6) – (8), связанных с электрическим
потенциалом φ, обуславливает то, что все строки, относящиеся к узловым точкам на
электродированных поверхностях преобразователя заполняются нулями, за исклю-
чением диагональных элементов, равных единице. В правой части системы (17) в
строках, соответствующих узловым точкам в силу условия (7), расположены значе-
ния V +. Собственные частоты колебаний fn пьезоэлектрического преобразователя
могут быть определены как нули определителя правой части системы (17):

det (A(fn)) = 0. (18)

2. Численный анализ

Для численного анализа и верификации модели, реализованной на языке про-
граммирования Fortran, были проведены расчеты динамического поведения пьезо-
электрического преобразователя, работающего как актуатор и как сенсор, в том числе
при наличии загнутого электрода. Во всех случаях рассматривается пьезоэлектриче-
ский преобразователь, размером 30 × 10 × 1 мм, на верхний электрод которого (в
случае актуатора) подавалось напряжение V + = 50 В.

В упрощенных моделях действие актуатора заменяется некоторой нагрузкой, при-
ложенной к поверхности волновода. Так, в монографии [5, формула 252 на с. 293] для
аппроксимации распределения напряжений при действии прямоугольного пьезоэлек-
трического преобразователя, используется гиперболический синус. Так как данная
модель рассматривается с точки зрения разработки трехмерной гибридной модели,
описывающей контакт преобразователя с волноводом, то в будущем на Sload будет
производиться ≪сшивка≫ МСЭ с МГИУ. По этой причине нагрузка на нижней по-
верхности актуатора q(x) по умолчанию предполагается заданной в следующем виде:

q1(x1, x2, 0) = βsh(Γ(w/2− x1)), q2(x1, x2, 0) = βsh(Γ(e/2− x2)), q3(x1, x2, 0) = 0. (19)
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Коэффициент Γ зависит от размеров преобразователя и свойств его материала. В
расчетах использовались β = 1 Па, материал PIC 255 производства PI Ceramics и
Γ = 528, 74 м−1.

2.1. Верификация модели

На рис. 2 приведены перемещения u1, u2, u3, напряжения σ13 и электрические сме-
щения D3 на нижней грани пьезоактуатора на частоте f = 100 кГц, рассчитанные
при помощи разработанной математической модели и конечноэлементного пакета
COMSOL. Для расчетов в МСЭ использовались интерполяционные полиномы сте-
пени N = 6 и 12 элементов (M1 = 6, M2 = 2, M3 = 1), всего 3367 узловых точек. В
конечноэлементном пакете Comsol использовалось 2025 элементов и полиномы чет-
вертой степени (Quartic Lagrange discretization) модуля механики сплошной среды и
полиномы второго порядка (Quadratic) модуля электростатики с граничными усло-
виями, соответствующими условиям (5) – (9). Анализируя рис. 2, можно заключить,
что волновые поля, рассчитанные обеими моделями, совпадают как качественно, так
и количественно.
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Рис. 2. Сравнение МСЭ и МКЭ для актуатора c незагнутым электродом; x3 = 0 мм,
f = 100 кГц

Результаты расчетов для преобразователя с загнутым электродом на частоте
100 кГц представлены на рис. 3: наблюдается хорошее совпадение с МКЭ. При этом в
МСЭ использовалось 48 (M1 = 12, M2 = 4, M3 = 1) элементов при степени полиномов
N = 4, всего 4165 узловых точек. В пакете Comsol – 14217 элементов с полиномами
четвертого порядка (Quartic Lagrange discretization). Поскольку у используемых ак-
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Рис. 3. Сравнение МСЭ и МКЭ для актуатора c загнутым электродом; x3 = 0 мм,
f = 100 кГц
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Рис. 4. Перемещения uk(x1, 2, 5, 0, 25) мм, рассчитанные с помощью МКЭ и МСЭ на
частоте f = 200 кГц

туаторов неэлектродированная полоса на верхней поверхности очень узкая, то необ-
ходимо так разбивать область на элементы, чтобы в эту полосу попала как минимум
одна узловая точка. Для этого использовалось неравномерное разбиение области на
элементы: их размеры уменьшались по мере приближения к краям преобразовате-
ля. При этом, сравнивая графики, представленные на рис. 2 и 3, можно заключить,
что загнутый электрод оказывает существенное влияние на динамическое поведение
пьезоэлектрического преобразователя.
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электродом; МКЭ (сплошные линии), МСЭ (маркеры)

Был проведен анализ сходимости реализованного метода при увеличении коли-
чества узловых точек. Перемещения и напряжения, расчитанные с помощью МСЭ
и в конечноэлементном пакете Comsol, вдоль линии 0 ≤ x1 ≤ w, x2 = 2, 5 мм,
x3 = 0, 25 мм представлены на рис. 4, 5 для разного количества узловых точек на
частоте f = 200 кГц. Как и можно было ожидать, решение в перемещениях сходится
значительно быстрее, чем в напряжениях. На частоте f = 200 кГц достаточно уже 12
элементов со степенью полиномов N = 4 (1125 узловых точек) для достаточно хоро-
шего совпадения с МКЭ и результатами, получаемыми с помощью МСЭ при большем
количестве элементов. При этом в напряжениях на той же частоте примерно такой же
результат достигается лишь при использовании 30 элементов со степенью полиномов
N = 4 (2665 узловых точек). Сравнение решения с расчетам в среде Comsol позволя-
ет заключить, что перемещения, расчитанные двумя методами, сходятся к одним и
тем же значениям, причем довольно быстро. В то же время сходимость в напряжени-
ях для МСЭ медленнее и результаты немного отличаются от аналогичных расчетов,
выполненных в Comsol. Анализ сходимости позволяет заключить, что разработанная
математическая модель позволяет получить устойчивое решение в перемещениях и
напряжениях.

Для верификации компьютерной реализации МСЭ в случае использования пьезо-
электрического преобразователя как сенсора, было рассчитано значение электриче-
ского потенциала θ, снимаемого с верхнего электрода преобразователя при действии
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механической нагрузки, в зависимости от частоты. На рис. 6 представлены графики
потенциала, расчитанного для сенсора двумя методами, в диапазоне частот от 100
до 300 кГц для разных вариантов электродирования. Экстремумы на графике, как
правило, соответствуют собственным частотам, на которых чувствительность пре-
образователя возрастает. Как видно из этого графика, наличие загнутого электрода
практически не оказывает влияния на измеряемый сенсором потенциал. По представ-
ленным графикам можно сделать вывод, что разработанная трехмерная модель на
основе МСЭ адекватно описывает динамическое поведение пьезоэлектрического пре-
образователя, работающего в режиме как актуатора, так и сенсора, в том числе с
разной электродированностью.

2.2. Собственные частоты колебаний

Собственные частоты могут значительно сдвигаться при наличии повреждений в
пьезоэлектрическом преобразователе или при его отклейке от поверхности подлож-
ки. Ввиду этого разрабатываемая математическая модель должна позволять прово-
дить анализ резонансных свойства исследуемых структур. Поскольку в данной статье
рассматривается пьезоэлектрическое тело конечных размеров и количество резонанс-
ных частот значительно, то здесь приводятся резонансные частоты в диапазоне 100 –
130 кГц, см. таблицу. В рамках разработанной модели резонансные частоты для обо-
их случаев рассчитывались как нули характеристического уравнения (18) при раз-
биении на 18 элементов и степени интерполяционных полинов N = 6. Для расчета
собственных частот в конечноэлементном коммерческом пакете Comsol использова-
лось разбиение на 2025 элементов для преобразователя без загнутого электрода и
14217 элементов в случае загнутого электрода.

Таблица

Собственные частоты прямоугольных пьезоэлектрических
преобразователей размером 30× 10× 1 мм с загнутым и незагнутым

нижним электродом рассчитанные с помощью МКЭ и МСЭ

МКЭ МСЭ
загнутый незагнутый загнутый незагнутый

98,53 98,66 100,32 100,41
106,78 106,82 105,10 105,19
109,39 109,46 108,09 108,12
109,87 109,86 109,95 109,90
112,47 112,45 112,58 112,56
114,33 114,47 116,06 116,17
115,84 115,88 119,75 119,75
115,84 115,88 119,75 119,75
121,55 121,55 121,82 121,81
124,18 124,14 124,4 124,352
124,39 124,29 125,10 124,46
126,72 126,80 128,22 128,25
127,37 127,53 129,73 129,84

Как видно из таблицы, МСЭ и МКЭ позволяют получить одинаковое количество
собственных частот в рассматриваемом диапазоне. Следует заметить, что значения
собственных частот, полученные двумя методами, немного отличаются, причем при
изменении условий электродированности частоты немного сдвигаются в большую или
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Рис. 7. Собственные формы для f ≈ 109, 86 кГц (МКЭ) и f ≈ 109, 90 кГц (МСЭ)

меньшую сторону, но сдвиг практически одинаков для обоих методов. Для коррект-
ного сравнения результатов был проведен анализ собственных форм колебаний, кото-
рый показал хорошее совпадение собственных форм для МСЭ и МКЭ, что позволяет
сделать вывод о достоверности вычислений, выполненных на основе разработанной
модели. Так как наличие загнутого электрода имеет незначительное влияние на ре-
зонансные частоты, то в качестве иллюстрации сравнения на рис. 7 представлены
собственные формы колебаний только для актуатора с незагнутым электродом, рас-
считанные на резонансной частоте f ≈ 109, 86 кГц для МКЭ и f ≈ 109, 90 кГц для
МСЭ (соответствующая строка в таблице выделена цветом). На рис. 7 приведены
графики компонент вектора перемещений ui(x1, x2, x3 = 0), вертикальных электри-
ческих смещений D3(x1, x2, x3 = 0) на нижней границе пьезоэлектрического преобра-

зователя, при этом для нормировки использовались значения max
(

√

u2
1 + u2

2 + u2
3

)

и max |D3| соответственно.

Заключение

В статье представлена математическая модель для описания динамического по-
ведения пьезоэлектрического преобразователя с загнутым электродом в трехмерном
случае. Рассмотрены граничные условия для описания колебаний пьезоэлектрическо-
го преобразователя как актуатора и как сенсора при механическом и электрическом
воздействии. Показана необходимость учитывать особенности электродирования пье-
зоэлектрических преобразователей. Разработанная модель успешно верифицирована
путем сравнения результатов моделирования с помощью МСЭ с расчетами в коммер-
ческом конечноэлементном пакете Comsol. Предлагаемая модель будет в дальней-
шем использоваться при разработке трехмерной гибридной математической модели
для описания распространения бегущих упругих волн, возбуждаемых пьезоэлектри-
ческим преобразователем в протяженных композитных структурах.
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SIMULATION OF THE VIBRATIONS OF A PIEZOELECTRIC
TRANSDUCER WITH A WRAPPED ELECTRODE
USING THE SPECTRAL ELEMENT METHOD

A.N. Shpak1, S.A. Siuhina1, M.V. Golub1

1Kuban State University, Krasnodar, Russian Federation
E-mail: alisashpak7@gmail.com, glinkvasfja@gmail.com, m_golub@inbox.ru

The paper presents an approach to the modelling of the dynamic behavior of a
piezoelectric transducer of a complex shape in a three-dimensional case based on the spectral
element method. The proposed mathematical model will be a part of the hybrid approach
to the modelling of the guided waves excitation and sensing in an elongated structure in a
three-dimensional case. Different types of electrodes of piezoelectric transducers as well as
various boundary value conditions for the modelling of the actuation and sensing operations
are considered. Unknown displacements are approximated with Lagrange polynomials at
the Gauss-Legendre-Lobatto nodal points and the system of linear algebraic equations is
obtained in terms of the displacement vector and electric potential at the nodal points. The
results are compared with the standard finite element calculations provided with the finite-
element COMSOL Multiphysics software. The electro-mechanical characteristics of the
dynamic behaviour of piezoelectric transducers are analysed depending on the operational
conditions and the kind of electrodes. The eigenfrequencies of the piezoelectric transducers
are calculated and the corresponding eigenforms are constructed and analysed.

Keywords: elastic waves; piezoelectric transducer; wrapped electrode; spectral element

method; simulation.
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