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1Êóáàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Êðàñíîäàð, Ðîññèéñêàÿ Ôåäåðàöèÿ

Â ðàáîòå èçëàãàåòñÿ ñõåìà ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ñïåêòðàëüíûõ ý ëåìåíòîâ äëÿ ìî-
äåëèðîâàíèÿ äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêîã î ïðåîáðàçîâàòåëÿ ñëîæíîé
ôîðìû â òðåõìåðíîì ñëó÷àå. Ïðåäëàãàåìàÿ â äàííîé ðàáîòå ìàò åìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü
íåîáõîäèìà äëÿ îáîáùåíèÿ ãèáðèäíîãî ìåòîäà äëÿ îïèñàíèÿ âî çáóæäåíèÿ è èçìåðå-
íèÿ áåãóùèõ âîëí â ïðîòÿæåííûõ êîíñòðóêöèÿõ â òðåõìåðíîì ñë ó÷àå. Ðàññìàòðèâà-
þòñÿ ðàçëè÷íûå òèïû ýëåêòðîäèðîâàíèÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàòåëåé, à òàê-
æå ðàçëè÷íûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ âîçá óæäåíèÿ (àêòóàòîðû)
è èçìåðåíèÿ (ñåíñîðû). Íåèçâåñòíûå ïåðåìåùåíèÿ àïïðîêñèì èðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ èí-
òåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ Ëàãðàíæà íà óçëàõ Ãàóññà � Ëåæàíä ðà � Ëîáàòòî, ñèñòåìà
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ôîðìóëèðóåòñÿ îòíîñèò åëüíî çíà÷åíèé âåêòîðà
ïåðåìåùåíèé è ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà â óçëîâûõ òî÷êàõ. Ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå
ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ñ ðàñ÷åòàìè â êîììåð÷åñêîì êîíå ÷íîýëåìåíòíîì ïàêåòå
COMSOL Multiphysics. Àíàëèçèðóþòñÿ ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè äèíàìè-
÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ïðåîáðàçîâàòåëåé â çàâèñèìîñòè îò ðåæèì à ðàáîòû è îñîáåííîñòåé
ýëåêòðîäèðîâàíèÿ. Ðàññ÷èòûâàþòñÿ ðåçîíàíñíûå ÷àñòîòû ïð åîáðàçîâàòåëÿ è ïðèâî-
äÿòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ôîðìû êîëåáàíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óïðóãèå âîëíû; ïüåçîýëåêòðè÷åñêèé ïðåîáðàçîâ àòåëü; îáåðíó-
òûé ýëåêòðîä; ìåòîä ñïåêòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ; èìèòàöèîííîå ì îäåëèðîâàíèå.

Ââåäåíèå

Ñèñòåìû ìîíèòîðèíãà öåëîñòíîñòè êîíñòðóêöèé, îñíîâàííûå íà èñïîëüçîâàíèè
áåãóùèõ âîëí, èìåþò áîëüøîé ïîòåíöèàë â çàäà÷àõ îöåíêè íàäå æíîñòè ïðîòÿæåííûõ
êîíñòðóêöèé [1�3]. Òàêèå ñèñòåìû øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ì îíèòîðèíãà êîìïîçèò-
íûõ òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé â àâèàêîñìè÷åñêîé ïðîìûøëåí íîñòè [4] è äðóãèõ îò-
ðàñëÿõ, íàïðèìåð, ïðè äèàãíîñòèêå òðóáîïðîâîäîâ, ëîïàñòå é âåòðîãåíåðàòîðîâ, áàêîâ
âûñîêîãî äàâëåíèÿ è ðåçåðâóàðîâ äëÿ õðàíåíèÿ íåôòè [5]. Äëÿ âîçáóæäåíèÿ è èçìå-
ðåíèÿ áåãóùèõ âîëí, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóþòñÿ ïüåçîýëåêòð è÷åñêèå ïðåîáðàçîâà-
òåëè ðàçëè÷íûõ òèïîâ, ÷òî äîïóñêàåò àâòîìàòè÷åñêîå òåñòèðîâàíèå èíñïåêòèðóåìîé
êîíñòðóêöèè ñîãëàñíî óòâåðæäåííîìó ãðàôèêó [5]. Ïîñêîëüê ó ñèñòåìû ìîíèòîðèí-
ãà îñíîâûâàþòñÿ íà îáðàáîòêå èçìåðåííûõ ñ ïîìîùüþ äàò÷èêîâ äàííûõ, òî ìåòîäû
îáðàáîòêè ñèãíàëîâ äîëæíû ïîçâîëÿòü îïðåäåëÿòü ðàçëè÷èÿ â èçìåðåííûõ äàííûõ,
âûçâàííûå âíåøíèìè óñëîâèÿìè, äåôåêòàìè â ñòðóêòóðå èëè ÷à ñòè÷íî îòñëîèâøè-
ìèñÿ äàò÷èêàìè. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñîçäàíèÿ è óñïåøíîãî ïðè ìåíåíèÿ íà ïðàêòèêå
óëüòðàçâóêîâûõ ñèñòåì ìîíèòîðèíãà íåîáõîäèìû áûñòðûå è íà äåæíûå òðåõìåðíûå
ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, îïèñûâàþùèå ïðîöåññû âîçáóæäåíèÿ , ðàñïðîñòðàíåíèÿ, ðàñ-
ñåèâàíèÿ áåãóùèõ âîëí, ãåíåðèðóåìûõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèìè ïðåîáðàçîâàòåëÿìè.

Äëÿ îïèñàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ áåãóùèõ âîëí â ñëîèñòûõ ñòðóê òóðàõ óäîáíî èñ-
ïîëüçîâàòü ïîëóàíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû, êîòîðûå ïîçâîëÿþò á ûñòðî ðàññ÷èòûâàòü
âîëíîâûå ïîëÿ è ó÷èòûâàòü ïðîñòûå äåôåêòû [6]. Äëÿ ìîäåëèðî âàíèÿ íåîäíîðîä-
íûõ ñòðóêòóð, äåôåêòîâ ñëîæíîé ôîðìû è ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ èñïîëüçó-
þò ñåòî÷íûå ìåòîäû, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò âûñîêóþ òî÷íîñòü , íî ïðè ýòîì òðåáóþò
áîëüøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ. Ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ âîëí îâûõ çàäà÷ àêòèâíî
ðàçâèâàþòñÿ ãèáðèäíûå ïîäõîäû, â êîòîðûõ îáëàñòè ñî ñëîæíî é ãåîìåòðèåé, îïè-
ñûâàþòñÿ ïðÿìûìè ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè, à ðàñïðîñòðàíåíèå â îëí â ïðîòÿæåííûõ
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ñòðóêòóðàõ � ñ ïîìîùüþ àíàëèòè÷åñêèõ è ïîëóàíàëèòè÷åñêèõ ï îäõîäîâ, ñì. îáçîð
â [7]. Ïîëóàíàëèòè÷åñêèé ãèáðèäíûé ïîäõîä äëÿ ìîäåëèðîâàí èÿ áåãóùèõ âîëí, âîç-
áóæäàåìûõ ÷àñòè÷íî îòêëååííûì ïüåçîýëåêòðè÷åñêèì ïðåîáð àçîâàòåëåì â äâóìåð-
íîì ñëó÷àå, áûë îïèñàí â ñòàòüå [8]. Ïðè òàêîì ïîäõîäå ïüåçîï ðåîáðàçîâàòåëü îïè-
ñûâàåòñÿ ìåòîäîì ñïåêòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ (ÌÑÝ) â ÷àñòîòíîé îáëàñòè [9], à ðàñ-
ïðîñòðàíåíèå óïðóãèõ âîëí â íåîãðàíè÷åííîì ñëîå � ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ãðàíè÷íûõ
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (ÌÃÈÓ) [10]. Ýòîò ãèáðèäíûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü
ïîâåäåíèå ïüåçîýëåêòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû è ïðè ýòîì áûñòðî è ýôôåêòèâíî îïèñû-
âàòü âîëíîâûå ïîëÿ â ñëîå, ìîäåëèðîâàòü îòäåëüíûå ìîäû, ðàñ ñ÷èòûâàòü âîëíîâóþ
ýíåðãèþ è ðåçîíàíñíûå ÷àñòîòû âñåé ñòðóêòóðû. Òî÷íîñòü âû÷ èñëåíèé íà îñíîâå
äâóìåðíîé ìîäåëè ïàäàåò ñ ðîñòîì ÷àñòîòû êîëåáàíèé. Êðîìå ò îãî, íåêîòîðûå ôèçè-
÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè (íàïðèìåð, èìïåäàíñ) íå ìîãóò áûòü ä îñòîâåðíî ðàññ÷èòàíû
â ðàìêàõ äâóìåðíîé ìîäåëè, ïîñêîëüêó îíè çàâèñÿò îò õàðàêòå ðèñòèê òðåõìåðíîé
ñòðóêòóðû. Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî ðàçðàáàòûâàòü ïîëíó þ òðåõìåðíóþ ìàòåìà-
òè÷åñêóþ ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ âîçáóæäåíèÿ áåãóùèõ âîëí â ïðî òÿæåííîé ñòðóêòóðå
ïüåçîýëåêòðè÷åñêèìè ïðåîáðàçîâàòåëÿìè.

Íà ïðàêòèêå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå ïðåîáð àçîâàòåëè ñ çàãíóòûì
ýëåêòðîäîì, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðèïàèâàòü êîíòàêòû ñ îäíîé (îáû ÷íî âåðõíåé) ñòîðîíû
äàò÷èêà. Ïðè ýòîì, áûëî ïîêàçàíî âëèÿíèå çàãíóòîãî ýëåêòðî äà íà âîçáóæäàåìûå
àêòóàòîðîì âîëíîâûå ïîëÿ [11,12], ÷òî îáóñëàâëèâàåò íåîáõ îäèìîñòü ó÷åòà ýòîé îñî-
áåííîñòè ïðè ìîäåëèðîâàíèè. Â äàííîé ñòàòüå îïèñàíî ïðèìåí åíèå ÌÑÝ â ÷àñòîòíîé
îáëàñòè äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ïüåçîýëåêòð è÷åñêîãî ïðåîáðàçîâà-
òåëÿ â òðåõìåðíîì ñëó÷àå. Îäíî èç ïðåèìóùåñòâ ÌÑÝ � âîçìîæíî ñòü ìîäåëèðîâàòü
ïðåîáðàçîâàòåëè ñëîæíîé ôîðìû è/èëè ñ çàãíóòûìè ýëåêòðîäà ìè, êîòîðûå çà÷àñòóþ
è èñïîëüçóþòñÿ íà ïðàêòèêå ââèäó ïðàêòè÷íîñòè è ëåãêîñòè â óñòàíîâêå. Â äàííîé
ðàáîòå áûëè ðàçðàáîòàíû äâå ìîäåëè ïðåîáðàçîâàòåëÿ � ñ çàãí óòûì ýëåêòðîäîì è
áåç, ïðîèçâåäåí ÷èñëåííûé àíàëèç äëÿ îáîèõ ñëó÷àåâ. Äëÿ ìîä åëèðîâàíèÿ çàãíóòîãî
ýëåêòðîäà ðàçðàáîòàíà ñõåìà íåðàâíîìåðíîãî ðàçáèåíèÿ îáë àñòè íà êîíå÷íûå ýëå-
ìåíòû. Ïðîèçâîäèòñÿ îöåíêà ñõîäèìîñòè ðåøåíèÿ, à òàêæå íåî áõîäèìîãî êîëè÷åñòâà
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ. Ðàññ÷èò ûâàþòñÿ ðåçîíàíñíûå
÷àñòîòû ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ è ïðèâîäÿòñ ÿ ñîáñòâåííûå ôîðìû êî-
ëåáàíèé. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ñðàâíèâàþòñÿ ñ ðàñ÷åòàìè â êîììåð÷åñêîì êî-
íå÷íîýëåìåíòíîì ïàêåòå COMSOL Multiphysics.

Ïðåäëàãàåìàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïüåçîïðåîáðàçîâàòåë ÿ áóäåò â äàëüíåéøåì
èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ðàçðàáîòêå ãèáðèäíîãî ïîäõîäà äëÿ ðåøå íèÿ ñâÿçàííîé òðåõìåð-
íîé çàäà÷è î ïðåîáðàçîâàòåëå, ïðèêëååíîì íà ïîâåðõíîñòè óï ðóãîãî âîëíîâîäà. Â
ñâÿçè ñ ýòèì, çàäàþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà íàïðÿæåíèÿ íà íè æíåé ãðàíè ïðåîáðà-
çîâàòåëÿ � âäîëü êîòîðîé áóäåò ïðîèçâîäèòüñÿ � ñøèâêà� ñ ÌÃÈÓ íà îñíîâå íåïðå-
ðûâíîñòè ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé. Ðàññìàòðèâàåòñÿ äåéñò âèå ïðåîáðàçîâàòåëÿ
êàê àêòóàòîðà è êàê ñåíñîðà, çàäàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.

1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàòåëè ñ äâóìÿ ýëåêòðîäèðîâàí-
íûìè íèæíåé è âåðõíåé ïîâåðõíîñòÿìè (ðèñ. 1à), à òàêæå ñ çàãí óòûì ñíèçó ýëåê-
òðîäîì (ðèñ. 1á). Ïðÿìîóãîëüíûé ïüåçîýëåêòðè÷åñêèé ïðåîá ðàçîâàòåëü çàíèìàåò îá-
ëàñòü 
 = [0 ; w] � [0; e] � [0; h] ñ ãðàíèöåé @
 â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
x = f x1; x2; x3g = f x; y; zg ñ öåíòðîì íà îäíîì èç óãëîâ ïðåîáðàçîâàòåëÿ è îñÿìè,
íàïðàâëåííûìè ïàðàëëåëüíî áîêîâûì ãðàíÿì.

Âåñòíèê ÞÓðÃÓ. Ñåðèÿ � Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
è ïðîãðàììèðîâàíèå � (Âåñòíèê ÞÓðÃÓ ÌÌÏ). 2022. Ò. 15, • 3. Ñ. 96�110
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Ðèñ. 1 . Ãåîìåòðèÿ çàäà÷è äëÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ ñ íèæíèì íåçà-
ãíóòûì (à) è íèæíèì çàãíóòûì ýëåêòðîäîì (á)

Óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ äëÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ìàòåðèàëà èì åþò ñëåäóþùèé âèä:

� ij = CE
ijkl skl � e�

ijk Ek ;

D i = e�
ijk skl + "S

ij Ek ;
(1)

ãäå� ij � êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé, skl � êîìïîíåíòû òåíçîðà äåôîðìàöèè, D i

� êîìïîíåíòû âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîãî ñìåùåíèÿ, Ek = � @�
@xk

� êîìïîíåíòû âåêòîðà
íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Ñâîéñòâà ìàòåðèàëà çà äàþòñÿ ïðè ïîìîùè òåí-
çîðà óïðóãèõ êîíñòàíò Cijkl , òåíçîðà êîíñòàíò ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé eijk ,
òåíçîðà äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè "S

ij è ïëîòíîñòüþ � .
Íåñòàöèîíàðíûå êîëåáàíèÿ ïðåîáðàçîâàòåëÿ îïèñûâàþòñÿ óð àâíåíèÿìè äâèæå-

íèÿ

� ij;j = �
@2uj

@t2
; (2)

è óðàâíåíèÿìè ýëåêòðîñòàòèêè:
D i;i = 0: (3)

Ãèáðèäíûé ïîäõîä, îïèñàííûé â [8], ïðåäïîëàãàåò ðåøåíèå ãà ðìîíè÷åñêîé çàäà÷è
ñ ïîñëåäóþùèì ïðèìåíåíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà äëÿ íàõî æäåíèÿ íåñòàöèîíàð-
íîãî ðåøåíèÿ, ïîýòîìó â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ãàðìîíè÷åñ êèå êîëåáàíèÿ â ïåðåìå-
ùåíèÿõ u(x ; t) = u (x )ei!t ñ êðóãîâîé ÷àñòîòîé ! , ÷òî ïîçâîëÿåò ïðèâåñòè óðàâíåíèå
(2) ê âèäó:

� ij;j + �! 2uj = 0: (4)

Âñå ãðàíèöû ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ ñâîáîäí û îò íàïðÿæåíèé, çà èñ-
êëþ÷åíèåì íèæíåé ãðàíè Sload = f x3 = 0g \ @
 , ãäå çàäàåòñÿ íåêîòîðàÿ íàãðóçêà:

� ij � nj = 0; x 2 @
 n Sload ;

� i 3(x ) = qi (x ); x 2 Sload :
(5)

Çäåñü è äàëåån îáîçíà÷àåò âåêòîð íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè.
Ó ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ èìåþòñÿ äâå ýëåêòðîäèðîâàííûå ïîâåðõ-

íîñòè S� . Â ñëó÷àå çàãíóòîãî ýëåêòðîäàS� = ff x3 = 0g[ f x1 = 0g[ f x3 = h; 0 � x1 �
bgg \ @
 è S+ = f x3 = h; b+ c � x1 � wg \ @
 , à äëÿ íåçàãíóòîãî íèæíåãî ýëåêòðîäà
S� = f x3 = 0g\ @
 è S+ = f x3 = hg\ @
 . Çäåñü âåëè÷èíûbè c õàðàêòåðèçóþò øèðèíó
çàãíóòîãî ýëåêòðîäà è íåýëåêòðîäèðîâàííîé ïîëîñû íà âåðõí åé ãðàíè ïðåîáðàçîâà-
òåëÿ. Ðàçëè÷àþòñÿ óñëîâèÿ äëÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ, ðàáîòàþùåãî
â ðåæèìå âîçáóæäåíèÿ (àêòóàòîð) è â ðåæèìå èçìåðåíèÿ (ñåíñî ð). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ
íèæíèé ýëåêòðîä ñ÷èòàåòñÿ çàçåìëåííûì:

� (x ) = V � = 0; x 2 S� : (6)
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Íà âòîðîé ýëåêòðîäèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè â ñëó÷àå ðàáîòû â ð åæèìå àêòóàòîðà çà-
äàåòñÿ ïîñòîÿííûé ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë:

� (x ) = V + ; x 2 S+ ; (7)

òîãäà êàê â ðåæèìå ñåíñîðà ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë íà ýëåêòðîäå x 2 S+ ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ íåèçâåñòíûì, à ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä ðàâíûì íóëþ:

� (x1; x2; h) = �; x 2 S+ ;Z

S+

D3(x1; x2; h)dx1dx2 = 0: (8)

Â ïðàêòèêå ïðèìåíåíèÿ ñèñòåì ìîíèòîðèíãà, íåýëåêòðîäèðîâ àííûå ïîâåðõíîñòè ïðå-
îáðàçîâàòåëÿ SD = @
 n (S+ [ S� ) êîíòàêòèðóþò òîëüêî ñ âîçäóøíîé ñðåäîé, ÷òî
ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

D (x ) � n = 0; x 2 SD : (9)

1.2. Îáùàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ

Äèíàìè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâà òåëÿ îïèñûâàåòñÿ ñ ïî-
ìîùüþ ìåòîäà ñïåêòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ â ÷àñòîòíîé îáëàñòè. Ä ëÿ çàïèñè âàðèàöè-
îííîé ôîðìóëèðîâêè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ââîäèòñÿ ïðîñòðàíñ òâî òåñòîâûõ ôóíêöèé
W, âûáîð êîòîðûõ îáóñëàâëèâàþò ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (6) � (8):

Wv = f v(x )jvi (x ) 2 L2(
) g;

W = f  (x ) 2 L2(
) ;  (x ) = 0 ; x 2 S+
S

S� g:
(10)

Ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ (3) è (4) ïðîåöèðóþòñÿ íà ïðîñòðàíñòâî òå ñòîâûõ ôóíêöèé (10),
ãäå äëÿ êàæäîãî óðàâíåíèÿ (3) è (4) ââîäÿòñÿ ñâîè òåñòîâûå ôóíêöèè:

Z




@�ij (x )
@xj

vs
i (x )dV +

Z




�! 2ui (x )vs
i (x )dV = 0; (11)

Z




@Di (x )
@xi

 (x )dV = 0: (12)

Ïîñëå ýòîãî, èñïîëüçóÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì, óðàâíåíè ÿ (11), (12) ïðèâîäÿòñÿ ê
ñëàáîé ïîñòàíîâêå:

3X

i =1

3X

j =1

I

@


vs
i (x )

"
3X

k=1

3X

l=1

Cijkl
@uk(x )

@xl
+

3X

k=1

ekil
@�(x )
@xk

#

nj dS�

�
3X

i =1

3X

j =1

Z




@vsi (x )
@xj

"
3X

k=1

3X

l=1

Cijkl
@uk(x )

@xl
+

3X

k=1

ekil
@�(x )
@xk

#

dV+

+
3X

i =1

Z




vs
i (x )�! 2ui (x )dV = 0;

(13)
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3X

i =1

I

@


 (x )

"
3X

k=1

3X

l=1

eikl
@uk(x )

@xl
�

3X

k=1

" ik
@�(x )
@xk

#

ni dS�

�
3X

i =1

3X

j =1

Z




@ (x )
@xj

"
3X

k=1

3X

l=1

Cijkl
@uk(x )

@xl
�

3X

k=1

ekil
@�(x )
@xk

#

dV = 0:

(14)

Äëÿ ðåàëèçàöèè ÌÑÝ ðàññìàòðèâàåìàÿ îáëàñòü ðàçáèâàåòñÿ íàïîäîáëàñòè (êî-
íå÷íûå ýëåìåíòû), íà êàæäîé èç êîòîðûõ íàõîäèòñÿ ÷èñëåííîå ðåøåíèå, ïîñëå ÷åãî
ïðîèñõîäèò åãî ñîïðÿæåíèå íà ãðàíèöàõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Òàê, ïðÿìîóãîëüíàÿ
îáëàñòü 
 ðàçáèâàåòñÿ íàM i ýëåìåíòîâ ïî îñè x i . Ïðè ðàâíîìåðíîì ðàçáèåíèè îá-
ëàñòè íà ýëåìåíòû (êîãäà äëèíà êàæäîãî ýëåìåíòà ñîîòâåòñòâ óåò âåëè÷èíåw=M1,
øèðèíà � e=M2, à âûñîòà � h=M3) íóæíî èñïîëüçîâàòü áîëåå ÷àñòîå ðàçáèåíèå íà ýëå-
ìåíòû, ÷òî ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ âû÷èñëèòåëüíîé íàãðóçêè. Ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è î ïüåçîýëåêòðè÷åñêîì ïðåîáðàçîâàòåëå ñ çàãíóòûì ýë åêòðîäîì, èñïîëüçîâà-
ëîñü íåðàâíîìåðíîå ðàçáèåíèå íà ýëåìåíòû, êîãäà ðàçìåð ýëå ìåíòîâ óâåëè÷èâàåòñÿ
áëèæå ê êðàÿì ïðåîáðàçîâàòåëÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ðàçáèåíèå íà ýëåìåíòû ïðîâîäèëîñü
ïðîïîðöèîíàëüíî óçëîâûì òî÷êàì.

Ðåøåíèå â ïüåçîýëåêòðè÷åñêîì ïðåîáðàçîâàòåëå ïî êàæäîé êî îðäèíàòå àïïðîê-
ñèìèðóåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûìè ïîëèíîìàìè Ëàãðàíæà C i (xk) ñòåïåíè N íà óçëàõ
Ãàóññà � Ëåæàíäðà � Ëîáàòòî � k , k = 1; N + 1 (ñì. ïîäðîáíåå â [8,13]):

u (x ) =

(
M 1X

l1=1

M 2X

l2=1

M 3X

l3=1

N +1X

i 1=1

N +1X

i 2=1

N +1X

i 3=1

ul1 l2 l3 i 1 i 2 i 3
k C i 1 (� l1

1 )C i 2 (� l2
2 )C i 3 (� l3

3 )

)

; k = 1; 2; 3;

� (x ) =
M 1X

l1=1

M 2X

l2=1

M 3X

l3=1

N +1X

i 1=1

N +1X

i 2=1

N +1X

i 3=1

� l1 l2 l3 i 1 i 2 i 3C i 1 (� l1
1 )C i 2 (� l2

2 )C i 3 (� l3
3 ):

(15)

Çäåñü� l i
i , l i 2 [1; M i ] � êîîðäèíàòà óçëîâîé òî÷êè â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

ýëåìåíòà. Äëÿ òåñòîâûõ ôóíêöèé èñïîëüçóþòñÿ òå æå èíòåðïîë ÿöèîííûå ïîëèíîìû,
ïðè÷åì íà êàæäîì ýëåìåíòå ââîäÿòñÿ ñâîè òåñòîâûå ôóíêöèè:

vs
i (x ) = � is Cp1 (� t1

1 )Cp2 (� t2
2 )Cp3 (� t3

3 ); v s(x ) 2 Wv;
 (x ) = Cp1 (� t1

1 )Cp2 (� t2
2 )Cp3 (� t3

3 );  (x ) 2 W ;
t i = 1; M i ; pi = 1; N + 1; i = 1; 3; s = 1; 3:

(16)

Ïðåäñòàâëåíèÿ (15) è (16) ïîäñòàâëÿþòñÿ â (13), (14), ÷òî ïî ñëå ïðåîáðàçîâàíèé
ñ ó÷åòîì ñâîéñòâà C i (� k) = � ik èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ ïðèâîäèò ê ñèñòåìå
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

A � y = f (17)

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ çíà÷åíèé ïåðåìåùåíèé u è ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà �
â óçëîâûõ òî÷êàõ y = ff ul1 l2 l3 i 1 i 2 i 3

k g; f � l1 l2 l3 i 1 i 2 i 3 gg. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé, âîçíèêàþùèõ ïðè äèñêðåòèçàöèè (13) èìååò âèä:

3X

k=1

M 1X

l1=1

M 2X

l2=1

M 3X

l3=1

N +1X

i 1=1

N +1X

i 2=1

N +1X

i 3=1

ul1 l2 l3 i 1 i 2 i 3
k

(

(� k1+� k2+� k3)

 
3X

i =1

� is

�
�

Sl1
1

Sl2
2 Sl3

3

Ci 1k1�

�
N +1X

k1=1

�
wk1Dk1p1 Dk1 i 1

�
wi 2 � p2 i 2 wi 3 � p3 i 3 �

1

Sl3
3

Ci 2k1wp1Dp1 i 1 wi 2D i 2p2wi 3 � p3 i 3�
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�
1

Sl2
2

Ci 3k1wp1Dp1 i 1wi 2 � p2 i 2 wi 3 D i 3p3 �
1

Sl3
3

Ci 1k2wi 1D i 1p1wp2Dp2 i 2 wi 3 � p3 i 3�

�
1

Sl2
2

Ci 1k3wi 1 D i 1p1 wi 2 � p2 i 2 wp3Dp3 i 3 �
Sl2

2

Sl1
1 Sl3

3

Ci 2k2

N +1X

k2=1

�
wk2Dk2p2Dk2 i 2

�
wi 1 � p1 i 1wi 3 � p3 i 3�

�
1

Sl1
1

Ci 2k3wi 1 � p1 i 1 wi 2 D i 2p2 wp3Dp3 i 3 �
1

Sl1
1

Ci 3k2wi 1 � p1 i 1 wp2Dp2 i 2 wi 3 D i 3p3�

�
Sl3

3

Sl1
1 Sl2

2

Ci 3k3

N +1X

k3=1

�
wk3Dk3p3 Dk3 i 3

�
wi 1 � p1 i 1 wi 2 � p2 i 2

#

+�! 2 1

Sl1
1 Sl2

2 Sl3
3

wi 1 � p1 i 1 wi 2 � p2 i 2wi 3 � p3 i 3

!

+

+ � k4

3X

i =1

� is

"

�
Sl1

1

Sl2
2 Sl3

3

e1i 1

N +1X

k1=1

�
wk1Dk1p1Dk1 i 1

�
wi 2 � p2 i 2 wi 3 � p3 i 3�

1

Sl3
3

e1i 2wp1Dp1 i 1wi 2 D i 2p2 wi 3 � p3 i 3�

�
1

Sl2
2

e1i 3wp1Dp1 i 1wi 2 � p2 i 2 wi 3 D i 3p3 �
1

Sl3
3

e2i 1wi 1 D i 1p1wp2Dp2 i 2 wi 3 � p3 i 3�

�
1

Sl2
2

e3i 1wi 1 D i 1p1 wi 2 � p2 i 2 wp3Dp3 i 3 �
Sl2

2

Sl1
1 Sl3

3

e2i 2

N +1X

k2=1

�
wk2Dk2p2Dk2 i 2

�
wi 1 � p1 i 1 wi 3 � p3 i 3�

�
1

Sl1
1

e3i 2wi 1 � p1 i 1 wi 2 D i 2p2 wp3Dp3 i 3 �
1

Sl1
1

e2i 3wi 1 � p1 i 1 wp2Dp2 i 2 wi 3D i 3p3�

�
Sl3

3

Sl1
1 Sl2

2

e3i 3

N +1X

k3=1

�
wk3Dk3p3Dk3 i 3

�
wi 1 � p1 i 1 wi 2 � p2 i 2

#

=

=
3X

i =1

� is � p31� t31
1

St1
1 St2

2

wp1wp2qi

�
xt1+1

1 � xt1
1

2
� k1+

xt1+1
1 +xt1

1

2
;
xt2 +1

2 � xt2
2

2
� k2+

xt2+1
2 +xt2

2

2
; � 1

�
:

Çäåñü èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: Dki = dC i (� k )
dx , wk � âåñîâûå êîýôôèöè-

åíòû äëÿ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë, èñïîëüçóåìûõ ïðè ÷èñëåííîì è íòåãðèðîâàíèè, ñì.
ïîäðîáíåå [13]. Âòîðàÿ ÷àñòü ñèñòåìû, ôîðìèðóåìàÿ ïðè äèñê ðåòèçàöèè (14), èìååò
âèä:

3X

k=1

M 1X

l1=1

M 2X

l2=1

M 3X

l3=1

N +1X

i 1=1

N +1X

i 2=1

N +1X

i 3=1

ul1 l2 l3 i 1 i 2 i 3
k

(

(� k1+� k2+� k3)

 

�
Sl1

1

Sl2
2 Sl3

3

e1k1

N +1X

k1=1

�
wk1Dk1p1Dk1 i 1

�
�

� wi 2 � p2 i 2 wi 3 � p3 i 3 �
1

Sl3
3

e2k1wp1Dp1 i 1 wi 2D i 2p2wi 3 � p3 i 3 �
1

Sl2
2

e3k1wp1Dp1 i 1 wi 2 � p2 i 2wi 3 D i 3p3 �
1

Sl3
3

�

� e1k2wi 1 D i 1p1 wp2Dp2 i 2wi 3 � p3 i 3 �
1

Sl2
2

e1k3wi 1D i 1p1wi 2 � p2 i 2 wp3Dp3 i 3 �
Sl2

2

Sl1
1 Sl3

3

e2k2

N +1X

k2=1

�
wk2Dk2p2 �

�Dk2 i 2

�
wi 1 � p1 i 1 wi 3 � p3 i 3 �

1

Sl1
1

e2k3wi 1 � p1 i 1 wi 2D i 2p2wp3Dp3 i 3 �
1

Sl1
1

e3k2wi 1 � p1 i 1wp2Dp2 i 2wi 3 D i 3p3 �

�
Sl3

3

Sl1
1 Sl2

2

e3k3

N +1X

k3=1

�
wk3Dk3p3Dk3 i 3

�
� wi 1 � p1 i 1 wi 2 � p2 i 2

!

+� k4

 

�
Sl1

1

Sl2
2 Sl3

3

� 11

N +1X

k1=1

�
wk1Dk1p1 Dk1 i 1

�
�

� wi 2 � p2 i 2 wi 3 � p3 i 3+
1

Sl3
3

� 21wp1Dp1 i 1wi 2 D i 2p2wi 3 � p3 i 3+
1

Sl2
2

� 31wp1Dp1 i 1 wi 2 � p2 i 2 wi 3 D i 3p3+
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+
1

Sl3
3

� 12wi 1 D i 1p1 wp2Dp2 i 2 wi 3 � p3 i 3+
1

Sl2
2

� 13wi 1D i 1p1wi 2 � p2 i 2 wp3Dp3 i 3+

+
Sl2

2

Sl1
1 Sl3

3

� 22

N +1X

k2=1

�
wk2Dk2p2 Dk2 i 2

�
� wi 1 � p1 i 1 wi 3 � p3 i 3+

1

Sl1
1

� 23wi 1 � p1 i 1 wi 2D i 2p2wp3Dp3 i 3+

+
1

Sl1
1

� 32wi 1 � p1 i 1 wp2Dp2 i 2 wi 3D i 3p3+
Sl3

3

Sl1
1 Sl2

2

� 33

N +1X

k3=1

�
wk3Dk3p3Dk3 i 3

�
� wi 1 � p1 i 1 wi 2 � p2 i 2

!)

= 0:

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ñåíñîðà ê âåêòîðó í åèçâåñòíûõ äîáàâëÿ-
åòñÿ çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà � íà âåðõíåé ãðàíèöå S+ , êîòîðîå îòûñêèâàåòñÿ èç óñëîâèé
ðàâåíñòâà íóëþ ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà (8). Â ðåçóëüòàòå â ñèñòåìå (17) äîáàâëÿåòñÿ
íîâàÿ ñòðîêà, êîýôôèöèåíòû êîòîðîé èìåþò âèä:
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Òðåáîâàíèå âûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (6) � (8), ñâÿçàíí ûõ ñ ýëåêòðè÷åñêèì
ïîòåíöèàëîì � , îáóñëàâëèâàåò òî, ÷òî âñå ñòðîêè, îòíîñÿùèåñÿ ê óçëîâûì òî ÷êàì íà
ýëåêòðîäèðîâàííûõ ïîâåðõíîñòÿõ ïðåîáðàçîâàòåëÿ çàïîëíÿ þòñÿ íóëÿìè, çà èñêëþ-
÷åíèåì äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, ðàâíûõ åäèíèöå. Â ïðàâîé ÷à ñòè ñèñòåìû (17) â
ñòðîêàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ óçëîâûì òî÷êàì â ñèëó óñëîâèÿ (7) , ðàñïîëîæåíû çíà÷å-
íèÿ V + . Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû êîëåáàíèé f n ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ
ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû êàê íóëè îïðåäåëèòåëÿ ïðàâîé ÷àñòè ñè ñòåìû (17):

det (A(f n )) = 0 : (18)

2. ×èñëåííûé àíàëèç

Äëÿ ÷èñëåííîãî àíàëèçà è âåðèôèêàöèè ìîäåëè, ðåàëèçîâàííî é íà ÿçûêå ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ Fortran, áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû äèíàìè÷åñê îãî ïîâåäåíèÿ ïüåçî-
ýëåêòðè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ, ðàáîòàþùåãî êàê àêòóàòîð è êàê ñåíñîð, â òîì ÷èñëå
ïðè íàëè÷èè çàãíóòîãî ýëåêòðîäà. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ðàññìàòðèâàåòñÿ ïüåçîýëåêòðè÷å-
ñêèé ïðåîáðàçîâàòåëü, ðàçìåðîì 30 � 10 � 1 ìì, íà âåðõíèé ýëåêòðîä êîòîðîãî (â
ñëó÷àå àêòóàòîðà) ïîäàâàëîñü íàïðÿæåíèå V + = 50 Â.

Â óïðîùåííûõ ìîäåëÿõ äåéñòâèå àêòóàòîðà çàìåíÿåòñÿ íåêîòî ðîé íàãðóçêîé, ïðè-
ëîæåííîé ê ïîâåðõíîñòè âîëíîâîäà. Òàê, â ìîíîãðàôèè [5, ôîð ìóëà 252 íà ñ. 293] äëÿ
àïïðîêñèìàöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé ïðè äåéñòâèè ïðÿì îóãîëüíîãî ïüåçîýëåê-
òðè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ, èñïîëüçóåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèé ñèíóñ. Òàê êàê äàííàÿ
ìîäåëü ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàçðàáîòêè òðåõìåðíîé ãèáðèäíîé ìîäåëè,
îïèñûâàþùåé êîíòàêò ïðåîáðàçîâàòåëÿ ñ âîëíîâîäîì, òî â áóä óùåì íà Sload áóäåò
ïðîèçâîäèòüñÿ � ñøèâêà� ÌÑÝ ñ ÌÃÈÓ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå íàãðóçêà íà íèæíåé ïî-
âåðõíîñòè àêòóàòîðàq(x ) ïî óìîë÷àíèþ ïðåäïîëàãàåòñÿ çàäàííîé â ñëåäóþùåì âèäå:

q1(x1; x2; 0) = �sh (�( w=2 � x1)) ; q2(x1; x2; 0) = �sh (�( e=2 � x2)) ; q3(x1; x2; 0) = 0: (19)
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Êîýôôèöèåíò � çàâèñèò îò ðàçìåðîâ ïðåîáðàçîâàòåëÿ è ñâîéñòâ åãî ìàòåðèàëà. Â
ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàëèñü� = 1 Ïà, ìàòåðèàë PIC 255 ïðîèçâîäñòâà PI Ceramics è
� = 528 ; 74 ì � 1.

2.1. Âåðèôèêàöèÿ ìîäåëè

Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ïåðåìåùåíèÿ u1; u2; u3, íàïðÿæåíèÿ � 13 è ýëåêòðè÷åñêèå ñìå-
ùåíèÿ D3 íà íèæíåé ãðàíè ïüåçîàêòóàòîðà íà ÷àñòîòå f = 100 êÃö, ðàññ÷èòàííûå
ïðè ïîìîùè ðàçðàáîòàííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè è êîíå÷íîý ëåìåíòíîãî ïàêåòà
COMSOL. Äëÿ ðàñ÷åòîâ â ÌÑÝ èñïîëüçîâàëèñü èíòåðïîëÿöèîííû å ïîëèíîìû ñòå-
ïåíè N = 6 è 12 ýëåìåíòîâ ( M1 = 6, M2 = 2, M3 = 1), âñåãî 3367 óçëîâûõ òî÷åê. Â
êîíå÷íîýëåìåíòíîì ïàêåòå Comsol èñïîëüçîâàëîñü 2025 ýëåì åíòîâ è ïîëèíîìû ÷åò-
âåðòîé ñòåïåíè (Quartic Lagrange discretization) ìîäóëÿ ì åõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû è
ïîëèíîìû âòîðîãî ïîðÿäêà (Quadratic) ìîäóëÿ ýëåêòðîñòàòè êè ñ ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè óñëîâèÿì (5) � (9). Àíàëèçèðóÿ ðèñ . 2, ìîæíî çàêëþ÷èòü,
÷òî âîëíîâûå ïîëÿ, ðàññ÷èòàííûå îáåèìè ìîäåëÿìè, ñîâïàäàþ ò êàê êà÷åñòâåííî, òàê
è êîëè÷åñòâåííî.
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Ðèñ. 2 . Ñðàâíåíèå ÌÑÝ è ÌÊÝ äëÿ àêòóàòîðà c íåçàãíóòûì ýëåêòðîäîì; x3 = 0 ìì,
f = 100 êÃö

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ ïðåîáðàçîâàòåëÿ ñ çàãíóòûì ýëåêòðîäîì íà ÷àñòîòå
100 êÃö ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3: íàáëþäàåòñÿ õîðîøåå ñîâïàäåíèå ñ ÌÊÝ. Ïðè ýòîì â
ÌÑÝ èñïîëüçîâàëîñü 48 ( M1 = 12, M2 = 4, M3 = 1) ýëåìåíòîâ ïðè ñòåïåíè ïîëèíîìîâ
N = 4, âñåãî 4165 óçëîâûõ òî÷åê. Â ïàêåòå Comsol � 14217 ýëåìåíòîâñ ïîëèíîìàìè
÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà (Quartic Lagrange discretization). Ïî ñêîëüêó ó èñïîëüçóåìûõ àê-
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Ðèñ. 3 . Ñðàâíåíèå ÌÑÝ è ÌÊÝ äëÿ àêòóàòîðà c çàãíóòûì ýëåêòðîäîì; x3 = 0 ìì,
f = 100 êÃö
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Ðèñ. 4 . Ïåðåìåùåíèÿ uk(x1; 2; 5; 0; 25) ìì, ðàññ÷èòàííûå ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ è ÌÑÝ íà
÷àñòîòåf = 200 êÃö

òóàòîðîâ íåýëåêòðîäèðîâàííàÿ ïîëîñà íà âåðõíåé ïîâåðõíîñ òè î÷åíü óçêàÿ, òî íåîá-
õîäèìî òàê ðàçáèâàòü îáëàñòü íà ýëåìåíòû, ÷òîáû â ýòó ïîëîñó ïîïàëà êàê ìèíèìóì
îäíà óçëîâàÿ òî÷êà. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçîâàëîñü íåðàâíîìåðíî å ðàçáèåíèå îáëàñòè íà
ýëåìåíòû: èõ ðàçìåðû óìåíüøàëèñü ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê êðàÿ ì ïðåîáðàçîâàòå-
ëÿ. Ïðè ýòîì, ñðàâíèâàÿ ãðàôèêè, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 2 è 3, ìîæíî çàêëþ÷èòü,
÷òî çàãíóòûé ýëåêòðîä îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà äè íàìè÷åñêîå ïîâåäåíèå
ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ.
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Ðèñ. 5 . Êàñàòåëüíûå è íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ � k3(x1; 2; 5; 0; 25) ìì, ðàññ÷èòàííûå
ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ è ÌÑÝ íà ÷àñòîòå f = 200 êÃö
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Ðèñ. 6 . Ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë � (f ), ñíèìàåìûé ñ ñåíñîðà ñ çàãíóòûì è íåçàãíóòûì
ýëåêòðîäîì; ÌÊÝ (ñïëîøíûå ëèíèè), ÌÑÝ (ìàðêåðû)

Áûë ïðîâåäåí àíàëèç ñõîäèìîñòè ðåàëèçîâàííîãî ìåòîäà ïðè ó âåëè÷åíèè êîëè-
÷åñòâà óçëîâûõ òî÷åê. Ïåðåìåùåíèÿ è íàïðÿæåíèÿ, ðàñ÷èòàíí ûå ñ ïîìîùüþ ÌÑÝ
è â êîíå÷íîýëåìåíòíîì ïàêåòå Comsol, âäîëü ëèíèè 0 � x1 � w, x2 = 2; 5 ìì,
x3 = 0; 25 ìì ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4, 5 äëÿ ðàçíîãî êîëè÷åñòâà óçëîâûõ ò î÷åê íà
÷àñòîòåf = 200 êÃö. Êàê è ìîæíî áûëî îæèäàòü, ðåøåíèå â ïåðåìåùåíèÿõ ñõîäèò ñÿ
çíà÷èòåëüíî áûñòðåå, ÷åì â íàïðÿæåíèÿõ. Íà ÷àñòîòå f = 200 êÃö äîñòàòî÷íî óæå 12
ýëåìåíòîâ ñî ñòåïåíüþ ïîëèíîìîâ N = 4 (1125 óçëîâûõ òî÷åê) äëÿ äîñòàòî÷íî õîðî-
øåãî ñîâïàäåíèÿ ñ ÌÊÝ è ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷àåìûìè ñ ïîìîùüþ ÌÑÝ ïðè áîëüøåì
êîëè÷åñòâå ýëåìåíòîâ. Ïðè ýòîì â íàïðÿæåíèÿõ íà òîé æå ÷àñòî òå ïðèìåðíî òàêîé æå
ðåçóëüòàò äîñòèãàåòñÿ ëèøü ïðè èñïîëüçîâàíèè 30 ýëåìåíòîâ ñî ñòåïåíüþ ïîëèíîìîâ
N = 4 (2665 óçëîâûõ òî÷åê). Ñðàâíåíèå ðåøåíèÿ ñ ðàñ÷åòàì â ñðåäå Comsol ïîçâîëÿ-
åò çàêëþ÷èòü, ÷òî ïåðåìåùåíèÿ, ðàñ÷èòàííûå äâóìÿ ìåòîäàìè , ñõîäÿòñÿ ê îäíèì è
òåì æå çíà÷åíèÿì, ïðè÷åì äîâîëüíî áûñòðî. Â òî æå âðåìÿ ñõîäè ìîñòü â íàïðÿæåíè-
ÿõ äëÿ ÌÑÝ ìåäëåííåå è ðåçóëüòàòû íåìíîãî îòëè÷àþòñÿ îò àíàë îãè÷íûõ ðàñ÷åòîâ,
âûïîëíåííûõ â Comsol. Àíàëèç ñõîäèìîñòè ïîçâîëÿåò çàêëþ÷è òü, ÷òî ðàçðàáîòàííàÿ
ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü óñòîé÷èâîå ðåøå íèå â ïåðåìåùåíèÿõ è
íàïðÿæåíèÿõ.

Äëÿ âåðèôèêàöèè êîìïüþòåðíîé ðåàëèçàöèè ÌÑÝ â ñëó÷àå èñïîë üçîâàíèÿ ïüåçî-
ýëåêòðè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ êàê ñåíñîðà, áûëî ðàññ÷èòàíî çíà÷åíèå ýëåêòðè÷å-
ñêîãî ïîòåíöèàëà � , ñíèìàåìîãî ñ âåðõíåãî ýëåêòðîäà ïðåîáðàçîâàòåëÿ ïðè äåéñ òâèè
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ìåõàíè÷åñêîé íàãðóçêè, â çàâèñèìîñòè îò ÷àñòîòû. Íà ðèñ. 6 ï ðåäñòàâëåíû ãðàôèêè
ïîòåíöèàëà, ðàñ÷èòàííîãî äëÿ ñåíñîðà äâóìÿ ìåòîäàìè, â äèà ïàçîíå ÷àñòîò îò 100
äî 300 êÃö äëÿ ðàçíûõ âàðèàíòîâ ýëåêòðîäèðîâàíèÿ. Ýêñòðåìó ìû íà ãðàôèêå, êàê
ïðàâèëî, ñîîòâåòñòâóþò ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì, íà êîòîðûõ ÷ óâñòâèòåëüíîñòü ïðå-
îáðàçîâàòåëÿ âîçðàñòàåò. Êàê âèäíî èç ýòîãî ãðàôèêà, íàëè÷èå çàãíóòîãî ýëåêòðîäà
ïðàêòè÷åñêè íå îêàçûâàåò âëèÿíèÿ íà èçìåðÿåìûé ñåíñîðîì ïî òåíöèàë. Ïî ïðåäñòàâ-
ëåííûì ãðàôèêàì ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ðàçðàáîòàííàÿ òðå õìåðíàÿ ìîäåëü íà
îñíîâå ÌÑÝ àäåêâàòíî îïèñûâàåò äèíàìè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïüå çîýëåêòðè÷åñêîãî ïðå-
îáðàçîâàòåëÿ, ðàáîòàþùåãî â ðåæèìå êàê àêòóàòîðà, òàê è ñåíñîðà, â òîì ÷èñëå ñ
ðàçíîé ýëåêòðîäèðîâàííîñòüþ.

2.2. Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû êîëåáàíèé

Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ìîãóò çíà÷èòåëüíî ñäâèãàòüñÿ ïðè íàëè ÷èè ïîâðåæäåíèé â
ïüåçîýëåêòðè÷åñêîì ïðåîáðàçîâàòåëå èëè ïðè åãî îòêëåéêå î ò ïîâåðõíîñòè ïîäëîæ-
êè. Ââèäó ýòîãî ðàçðàáàòûâàåìàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äîë æíà ïîçâîëÿòü ïðîâî-
äèòü àíàëèç ðåçîíàíñíûõ ñâîéñòâà èññëåäóåìûõ ñòðóêòóð. Ïî ñêîëüêó â äàííîé ñòàòüå
ðàññìàòðèâàåòñÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêîå òåëî êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ è êîëè÷åñòâî ðåçîíàíñ-
íûõ ÷àñòîò çíà÷èòåëüíî, òî çäåñü ïðèâîäÿòñÿ ðåçîíàíñíûå ÷à ñòîòû â äèàïàçîíå 100 �
130 êÃö, ñì. òàáëèöó. Â ðàìêàõ ðàçðàáîòàííîé ìîäåëè ðåçîíàí ñíûå ÷àñòîòû äëÿ îáî-
èõ ñëó÷àåâ ðàññ÷èòûâàëèñü êàê íóëè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (18) ïðè ðàç-
áèåíèè íà 18 ýëåìåíòîâ è ñòåïåíè èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîâ N = 6. Äëÿ ðàñ÷åòà
ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò â êîíå÷íîýëåìåíòíîì êîììåð÷åñêîì ïàêå òå Comsol èñïîëüçîâà-
ëîñü ðàçáèåíèå íà 2025 ýëåìåíòîâ äëÿ ïðåîáðàçîâàòåëÿ áåç çàãíóòîãî ýëåêòðîäà è
14217 ýëåìåíòîâ â ñëó÷àå çàãíóòîãî ýëåêòðîäà.

Òàáëèöà

Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ïðÿìîóãîëüíûõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ
ïðåîáðàçîâàòåëåé ðàçìåðîì 30� 10� 1 ìì ñ çàãíóòûì è íåçàãíóòûì

íèæíèì ýëåêòðîäîì ðàññ÷èòàííûå ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ è ÌÑÝ

ÌÊÝ ÌÑÝ
çàãíóòûé íåçàãíóòûé çàãíóòûé íåçàãíóòûé

98,53 98,66 100,32 100,41
106,78 106,82 105,10 105,19
109,39 109,46 108,09 108,12
109,87 109,86 109,95 109,90
112,47 112,45 112,58 112,56
114,33 114,47 116,06 116,17
115,84 115,88 119,75 119,75
115,84 115,88 119,75 119,75
121,55 121,55 121,82 121,81
124,18 124,14 124,4 124,352
124,39 124,29 125,10 124,46
126,72 126,80 128,22 128,25
127,37 127,53 129,73 129,84

Êàê âèäíî èç òàáëèöû, ÌÑÝ è ÌÊÝ ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü îäèíàêîâî å êîëè÷åñòâî
ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò â ðàññìàòðèâàåìîì äèàïàçîíå. Ñëåäóåò ç àìåòèòü, ÷òî çíà÷åíèÿ
ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò, ïîëó÷åííûå äâóìÿ ìåòîäàìè, íåìíîãî îò ëè÷àþòñÿ, ïðè÷åì ïðè
èçìåíåíèè óñëîâèé ýëåêòðîäèðîâàííîñòè ÷àñòîòû íåìíîãî ñä âèãàþòñÿ â áîëüøóþ èëè
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ìåíüøóþ ñòîðîíó, íî ñäâèã ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâ äëÿ îáîèõ ìå òîäîâ. Äëÿ êîððåêò-
íîãî ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ áûë ïðîâåäåí àíàëèç ñîáñòâåííû õ ôîðì êîëåáàíèé, êîòî-
ðûé ïîêàçàë õîðîøåå ñîâïàäåíèå ñîáñòâåííûõ ôîðì äëÿ ÌÑÝ è ÌÊ Ý, ÷òî ïîçâîëÿåò
ñäåëàòü âûâîä î äîñòîâåðíîñòè âû÷èñëåíèé, âûïîëíåííûõ íà î ñíîâå ðàçðàáîòàííîé
ìîäåëè. Òàê êàê íàëè÷èå çàãíóòîãî ýëåêòðîäà èìååò íåçíà÷èò åëüíîå âëèÿíèå íà ðå-
çîíàíñíûå ÷àñòîòû, òî â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ñðàâíåíèÿ íà ð èñ. 7 ïðåäñòàâëåíû
ñîáñòâåííûå ôîðìû êîëåáàíèé òîëüêî äëÿ àêòóàòîðà ñ íåçàãíó òûì ýëåêòðîäîì, ðàñ-
ñ÷èòàííûå íà ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòå f � 109; 86 êÃö äëÿ ÌÊÝ è f � 109; 90 êÃö äëÿ
ÌÑÝ (ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòðîêà â òàáëèöå âûäåëåíà öâåòîì). Íà ðèñ. 7 ïðèâåäåíû
ãðàôèêè êîìïîíåíò âåêòîðà ïåðåìåùåíèé u i (x1; x2; x3 = 0) , âåðòèêàëüíûõ ýëåêòðè-
÷åñêèõ ñìåùåíèé D 3(x1; x2; x3 = 0) íà íèæíåé ãðàíèöå ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ïðåîáðà-

çîâàòåëÿ, ïðè ýòîì äëÿ íîðìèðîâêè èñïîëüçîâàëèñü çíà÷åíèÿ max
� p

u 2
1 + u 2

2 + u 2
3

�

è maxjD 3j ñîîòâåòñòâåííî.

Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ ä èíàìè÷åñêîãî ïî-
âåäåíèÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ ñ çàãíóòûì ý ëåêòðîäîì â òðåõìåðíîì
ñëó÷àå. Ðàññìîòðåíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ îïèñàíèÿ êîëåáà íèé ïüåçîýëåêòðè÷åñêî-
ãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ êàê àêòóàòîðà è êàê ñåíñîðà ïðè ìåõàíè÷å ñêîì è ýëåêòðè÷åñêîì
âîçäåéñòâèè. Ïîêàçàíà íåîáõîäèìîñòü ó÷èòûâàòü îñîáåííîñ òè ýëåêòðîäèðîâàíèÿ ïüå-
çîýëåêòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàòåëåé. Ðàçðàáîòàííàÿ ìîäåëü óñïåøíî âåðèôèöèðîâàíà
ïóòåì ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ ÌÑÝ ñ ð àñ÷åòàìè â êîììåð-
÷åñêîì êîíå÷íîýëåìåíòíîì ïàêåòå Comsol. Ïðåäëàãàåìàÿ ìîä åëü áóäåò â äàëüíåé-
øåì èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ðàçðàáîòêå òðåõìåðíîé ãèáðèäíîé ìà òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè
äëÿ îïèñàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ áåãóùèõ óïðóãèõ âîëí, âîçáóæ äàåìûõ ïüåçîýëåêòðè-
÷åñêèì ïðåîáðàçîâàòåëåì â ïðîòÿæåííûõ êîìïîçèòíûõ ñòðóêò óðàõ.

Âåñòíèê ÞÓðÃÓ. Ñåðèÿ � Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
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SIMULATION OF THE VIBRATIONS OF A PIEZOELECTRIC
TRANSDUCER WITH A WRAPPED ELECTRODE
USING THE SPECTRAL ELEMENT METHOD

A.N. Shpak 1, S.A. Siuhina 1, M.V. Golub 1

1Kuban State University, Krasnodar, Russian Federation
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The paper presents an approach to the modelling of the dynamic behavior of a
piezoelectric transducer of a complex shape in a three-dimensional case based on the spectral
element method. The proposed mathematical model will be a part of the hybrid approach
to the modelling of the guided waves excitation and sensing in an elongated structure in a
three-dimensional case. Di�erent types of electrodes of piezoelectric transducers as well as
various boundary value conditions for the modelling of the actuation and sensing operations
are considered. Unknown displacements are approximated with Lagrange polynomials at
the Gauss-Legendre-Lobatto nodal points and the system of linear algebraic equations is
obtained in terms of the displacement vector and electric potential at the nodal points. The
results are compared with the standard �nite element calculations provided with the �nite-
element COMSOL Multiphysics software. The electro-mechanical characteristics of the
dynamic behaviour of piezoelectric transducers are analysed depending on the operational
conditions and the kind of electrodes. The eigenfrequencies of the piezoelectric transducers
are calculated and the corresponding eigenforms are constructed and analysed.

Keywords: elastic waves; piezoelectric transducer; wrappedelectrode; spectral element
method; simulation.
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