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Статья посвящена разработке, реализации и тестированию нового метода реше-
ния сингулярно-возмущенных краевых задач для нелинейных уравнений с частными
производными второго порядка в прямоугольной области. Для приближения реше-
ния в методе использованы прямые (тензорные) произведения дробно-рациональных
функций, полученных из интерполяционных полиномов с узлами Чебышева, записан-
ных в барицентрической форме, с помощью специальной замены переменной. Замена
делается с целью адаптации положения узлов интерполяции к особенностям искомой
функции и приводит к их сгущению в окрестности больших градиентов решения. Для
аппроксимации нелинейных уравнений используется сочетание итерационного метода
установления и метода коллокаций, что позволяет свести задачу на каждой итерации к
решению матричного уравнения Сильвестра. Такой подход приводит к существенному
снижению времени вычислений. Высокая эффективность метода продемонстрирована
на примере тестовой краевой задачи в квадрате, решение которой имеет пик в цен-
тре области, обусловленный наличием у неизвестной функции полюса в комплексной
плоскости.
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Введение и постановка задачи

Численное моделирование стационарных процессов, описываемых сингулярно-
возмущенными уравнениями с частными производными (УЧП), представляет фун-
даментальную проблему современной науки. Учет априорной информации о гладко-
сти разыскиваемого решения, а также о расположении и типах его особых точек,
связан с целенаправленным применением нелокальных полиномиальных и дробно-
рациональных приближений при построении вычислительных алгоритмов. В рамках
этой работы под особой понимается точка, в которой производная решения некото-
рого порядка терпит разрыв, либо, если решение есть аналитическая функция, –
неустранимая особая точка решения, как функции одной из переменных, лежащая
в комплексной плоскости на малом расстоянии от области задачи. Соответственно,
краевые задачи с особенностями – это те задачи, решения которых имеют особые
точки. Классические теоремы о погрешности полиномиального приближения (см.,
например, [1, 2]) и недавний прогресс в области анализа дробно-рациональных при-
ближений функций с особыми точками [3, 4] подтверждают значительную перспек-
тиву такого подхода. Его преимущества над методами, основанными на локальных
аппроксимациях решения типа конечных разностей или конечных элементов, состо-
ят прежде всего в экспоненциальном характере убывания погрешности нелокальных
приближений с ростом числа степеней свободы.

Тем не менее, для эффективного применения нелокальных приближений при ре-
шении краевых задач для нелинейных УЧП необходимо разработать математический
и вычислительный аппарат для построения и быстрого решения систем линейных

Вестник ЮУрГУ. Серия ≪Математическое моделирование
и программирование≫ (Вестник ЮУрГУ ММП). 2022. Т. 15, № 4. С. 5–19

5



Б.В. Семисалов

уравнений с заполненными матрицами, возникающих при аппроксимации исходной
задачи. Возможности существенного повышения точности и скорости работы соответ-
ствующих алгоритмов связаны с применением тензорных произведений одномерных
приближений в областях прямоугольных форм и новых способов адаптации позиций
узлов коллокации к особенностям искомых функций.

В настоящей работе предложен, реализован и протестирован алгоритм решения
краевых задач для УЧП второго порядка с нелинейной правой частью. Для адап-
тации алгоритма к особенностям решения использованы дробно-рациональные ин-
терполяционные формулы, основанные на применении специального отображения,
≪уносящего≫ особые точки решения, лежащие в комплексной плоскости, на доста-
точно большое расстояние от области задачи. Такое отображение приводит к сгуще-
нию узлов интерполяции в окрестности особой точки и к существенному повышению
скорости сходимости метода. Другая идея, позволившая снизить время работы алго-
ритма, связана с применением специального подхода к записи задачи линейной ал-
гебры, соответствующей исходной дифференциальной постановке, в виде матричного
уравнения Сильвестра, см. [5, 6]. В рамках данной работы этот подход использован
в комбинации с дробно-рациональными интерполяционными формулами, что обес-
печило выигрыш как по точности приближения, так и по скорости решения задачи
линейной алгебры.

При разработке метода будем пользоваться модельной краевой задачей в квадрате
для уравнения с оператором Лапласа в левой части

△u =
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= f(x, y, u), (x, y) ∈ D = [−1, 1]2, (1)

где u(x, y) – достаточно гладкая неизвестная функция, f(x, y, u) – нелинейная правая
часть. Предполагается, что на каждой стороне квадрата D заданы значения функции
u, либо ее производной по нормали к границе, либо комбинации значений функции
и производной. Отметим сразу, что описанный далее метод можно применять также
для решения квазилинейного уравнения, при этом к левой и правой частям такого
уравнения нужно добавить оператор Лапласа, а нелинейные члены с коэффициен-
тами при производных решения перенести в правую часть. Это позволит записать
уравнение в форме (1), где функция f будет зависеть также от производных u. Будем
считать, что решение (1) имеет особую точку, что приводит к возникновению боль-
шого градиента внутри области D. Конкретный пример такой задачи рассмотрен в
последнем разделе статьи. Тестовые расчеты и сравнения результатов, полученных
с адаптацией сетки к особенности и без адаптации, показывают высокую эффектив-
ность метода.

1. Барицентрическая интерполяционная формула с узлами
Чебышева и ее модификации

Идея о представлении интерполяционного полинома в барицентрической фор-
ме восходит к работам Лагранжа и Якоби. Некоторые важные результаты в этом
направлении были опубликованы в первой половине 20-го века, см. [7–9] и обзор в
книге [2, гл. 5]. Однако широкое распространение в вычислительной практике такие
приближения получили после работы Сэлзера (Salzer) [10]. Здесь было впервые по-
лучено барицентрическое представление для интерполяционного полинома с узлами
Чебышева xch

j = cos(2j−1
2N

π), j = 1, ..., N , которое оказалось простым и чрезвычайно
эффективным с вычислительной точки зрения:

pN(u, x) =

N∑

j=1

ωju(x
ch
j )

x− xch
j

/ N∑

j=1

ωj

x− xch
j

, (2)
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где u – приближаемая функция, ωj =
N

T ′
N
(xch

j )
= (−1)j−1 sin

(
2j−1
2N

π
)

– веса интерполя-

ционной формулы, TN(x) – полиномы Чебышева степени N .
Для интерполяционного полинома с узлами Чебышева, как и для формулы (2),

имеет место неулучшаемая оценка погрешности, которую также именуют неравен-
ством Лебега, см. [11, гл. 3]:

EN(u) = ‖u(x)− pN(u, x)‖ ≤ (1 + ΛN)‖u− P b
N (u)‖, ΛN ≤ 1 +

2

π
logN, (3)

где ΛN – константа Лебега (ее оценка дана, например, в [2, гл. 15]), P b
N(u) – наилучшее

полиномиальное приближение функции u(x) степени меньше N . Ниже сформулиро-
ваны два важных следствия (3) (см. [12, гл. 4, 6]).
• Приближение (2) сходится тогда и только тогда, когда ‖u − P b

N(u)‖ = o(1/ log(N))
при N → ∞. В силу неравенства Джексона, обобщенного на случай непериодических
функций, последнее условие эквивалентно тому, что приближаемая функция лежит
в классе Дини – Липшица.
• Для функций, имеющих конечный порядок гладкости u ∈ Cr−1[−1, 1], у которых
производная u(r) лежит в классе Гельдера (или Липшица) порядка α ∈ (0, 1], при
достаточно больших N имеет место соотношение EN(u) ≤ Cr(1 +

1
π
logN)N−r−α, где

Cr – некоторая величина, зависящая только от r (см. также [11, гл. 3, § 1]).
Отметим также важный результат, имеющий место для бесконечно гладких функ-

ций u ∈ C∞[−1, 1]. Если u(x) допускает аналитическое продолжение в некоторую об-
ласть комплексной плоскости C, содержащую эллипс Бернштейна Eρ с фокусами в
точках ±1 и суммой полуосей ρ > 1, то верно соотношение

EN(u) ≤
4Mu

ρ− 1
ρ1−N ,

где Mu – максимальное значение модуля аналитического продолжения u на контуре
Eρ, см. [2, гл. 8].

Основное преимущество барицентрического представления для интерполяцион-
ного полинома состоит в высокой скорости вычислений: для расчета приближенно-
го значения функции u(x) в любой точке x ∈ [−1, 1], x 6= xch

j требуется порядка
O(N) операций. Кроме того, такие формулы обладают повышенной устойчивостью к
ошибкам округления, см. [13], что позволяет строить на ЭВМ полиномиальные при-
ближения степени 106 с точностью близкой к погрешности машинной арифметики,
см. [2, гл. 5]. Алгоритмы, использующие барицентрические формулы, и их преиму-
щества подробно обсуждаются в [4, 14, 15].

В общем случае, когда узлы и веса не связаны специальным образом, нетрудно
видеть, что (2) представляет дробно-рациональное приближение. Положим сначала,
что приближаемая функция является аналитической, и ее продолжение в комплекс-
ную плоскость имеет неустранимую особую точку, лежащую на малом расстоянии
от отрезка [−1, 1]. Следуя [16], зафиксируем значения весов ωj и будем адаптировать
положения узлов xch

j к положению особой точки функции. Для этого будем исполь-
зовать отображение g : [−1, 1] → [−1, 1], обладающее рядом свойств, описанных в
следующей теореме из [16].

Теорема 1. Пусть D1 и D2 являются подобластями C, содержащими отрезок
I = [−1, 1], g – конформное отображение D1 → D2, такое что g(I) = I, и функция
u : D2 → C такова, что композиция u◦g : D1 → C является аналитической внутри
эллипса Бернштейна Eρ̃, где ρ̃ – сумма полуосей эллипса. Рассмотрим интерполя-
цию

rN(u, x) =
1

DN(x)

N∑

j=1

Jj(x)u(xj), Jj(x) =
ωj

x− xj

, DN (x) =

N∑

j=1

Jj(x), (4)
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где xj = g(xch
j ). Тогда для любого x ∈ I при N → ∞ имеет место следующее асимп-

тотическое представление погрешности:

|u(x)− rN(u, x)| = O(ρ̃ −N).

Идея построения отображения g состоит в том, чтобы ≪унести≫ особую точку
приближаемой функции в комплексной плоскости на достаточно большое расстоя-
ние от отрезка [−1, 1], что приводит к существенному увеличению значения ρ̃ и, как
следствие, скорости сходимости приближения.

В этой работе для решения краевых задач для УЧП используются приближения
(2) и (4) и метод коллокаций. Однако для учета типа краевых условий необходимо
предварительно модифицировать эти приближения. Смысл таких модификаций со-
стоит в том, чтобы после аппроксимации УЧП получить задачу линейной алгебры
с низкой обусловленностью (см. замечание 1). Отметим, что непосредственная под-
становка (2) или (4) в дифференциальное уравнение с последующим применением
метода коллокаций ведет к системам с вырожденными матрицами, спектр которых
состоит из одного нулевого значения, которому отвечают лишь два собственных век-
тора, что делает такой подход абсолютно непригодным для вычислений. Обоснование
этого факта для интерполяционных полиномов с узлами Чебышева с полезными ком-
ментариями содержится в [11, стр. 277, 278].

Предлагаемая модификация выглядит следующим образом:

r̃N(u, x) =
1

DN(x)

N∑

j=1

ζ∗j (x)Jj(x)u(xj) + ζ−1(x)u(−1) + ζ1(x)u(1), (5)

где функции ζ∗j (x), ζ±1(x) задаются так, чтобы приближение r̃N(u, x) автоматически
удовлетворяло однородным граничным условиям того же типа, что и условия краевой
задачи.
1. Для условий Дирихле u(±1) = 0

ζ∗j (x) =
1− x2

1− x2
j

, ζ±1(x) ≡ 0.

2. Для условий Неймана u′(±1) = 0

ζ∗j (x) =
(1− x2)2

(1− x2
j )

2
, ζ±1(x) = ±

(x± 1)2

4DN(x)

N∑

j=1

ωj[xj(x∓ 2)∓ 2x+ 3]

(1∓ xj)2
.

3. Для смешанных граничных условий αu(1)+βu′(1) = 0, γu(−1)+θu′(−1) = 0, β 6= 0,
θ 6= 0 функция ζ∗j (x) определяется точно также, как в предыдущем пункте,

ζ±1(x) =
(x± 1)2

4DN(x)

N∑

j=1

ωj

xj [κ±1(x∓ 1)± x− 2]− 2x± 3 + κ±1(1∓ x)

(1∓ xj)2
,

где κ1 =
α

β
, κ−1 =

γ

θ
.

4. Для случая, когда на одной границе заданы условия Неймана, а на другой – условия
Дирихле (u(±1) = 0, u′(∓1) = 0), возможны 2 варианта: когда реализуется верхний из
знаков ≪±≫ и ≪∓≫, и когда реализуется нижний. Для этих вариантов соответственно
имеем:

ζ∗j (x) =
(1− x2)(1± x)

(1− x2
j)(1± xj)

, ζ±1(x) ≡ 0, ζ∓1(x) =
x∓ 1

4DN(x)

N∑

j=1

ωj[xj(x± 3)± 3x+ 5]

(1± xj)2
.
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Заметим, что, в зависимости от свойств искомого решения, существует множество
подходов к построению отображения g(x), см., например, [15–17]. Однако, в этой
работе применяется формула

g(x) = δ + ε sinh

{(
sinh−1 1− δ

ε
+ sinh−1 1 + δ

ε

)
x− 1

2
+ sinh−1 1− δ

ε

}
, (6)

где выражение ≪sinh−1
≫ обозначает обратную функцию к гиперболическому сину-

су. Такой выбор функции g обусловлен возможностью явного указания координат
(δ, ε) ∈ C особой точки решения. Действительно, при ε ≪ 1 несложно видеть, что g по
построению отображает точку (δ, ε) в точку, лежащую значительно дальше от отрез-
ка [−1, 1]. Это приводит к существенному росту значения ρ̃ в теореме 1. Кроме того,
формула (6) допускает естественное обобщение на случай произвольного количества
особых точек, см. [18]. Больше деталей о построении g(x) можно найти в [15]. Прежде
чем приступать к разработке алгоритма решения краевых задач, отметим, что при на-
личии разрыва у некоторой производной приближаемой функции в точке xd ∈ [−1, 1],
в формуле (6) следует задать δ = xd и установить значение ε порядка 10−10. Тогда,
как показывают численные эксперименты, погрешность дробно-рационального при-
ближения (5) с ростом N демонстрирует экспоненциальный характер убывания.

2. Приближение решения и его производных

Для аппроксимации решения краевой задачи в прямоугольной области будем ис-
пользовать тензорные произведения формул (5). После подстановки таких приближе-
ний в дифференциальное уравнение краевой задачи и использования метода колло-
каций с узлами xj приходим к матричным аппроксимациям операторов дифференци-
рования. Для выражения элементов соответствующих матриц необходимо вычислить
первые и вторые производные от r̃(u, x) и перейти в полученных выражениях к пре-
делу x → xi. В итоге, используя правило Лопиталя и формулы из [14], приходим к
выражениям:

r̃ ′(u, xi) =
N+1∑

j=0

D(1)(xi, xj)uj, r̃ ′′(u, xi) =
N+1∑

j=0

D(2)(xi, xj)uj, (7)

где использованы обозначения x0 = −1, xN+1 = 1,

D(1)(xi, xj) =





ζ∗j (xi)
ωj

ωi(xi − xj)
, i 6= j,

(ζ∗i )
′(xi)−

N∑

k=1,k 6=i

ωk

ωi(xi − xk)
, i = j

при i, j = 1, ..., N ;

D(1)(x0, xj) = (ζ∗j )
′(−1)

Jj(−1)

DN(−1)
, D(1)(xN+1, xj) = (ζ∗j )

′(1)
Jj(1)

DN(1)
при j = 1, ..., N ;

D(1)(xi, x0) = lim
x→xi

ζ ′−1(x), D(1)(xi, xN+1) = lim
x→xi

ζ ′1(x) при i = 0, ..., N .

D(2)(xi, xj) =





2(ζ∗j )
′(xi)

ωj

ωi(xi − xj)
+ ζ∗j (xi)γij, i 6= j,

(ζ∗i )
′′(xi)− 2(ζ∗i )

′(xi)

N∑

k=1,k 6=i

ωk

ωi(xi − xk)
−

N∑

k=1,k 6=i

γik, i = j

Вестник ЮУрГУ. Серия ≪Математическое моделирование
и программирование≫ (Вестник ЮУрГУ ММП). 2022. Т. 15, № 4. С. 5–19

9



Б.В. Семисалов

при i, j = 1, ..., N , где γik = −
2ωk

ωi(xi − xk)

(
N∑

l=1,l 6=i

ωl

ωi(xi − xl)
+

1

xi − xk

)
;

D(2)(x0, xj) = (ζ∗j )
′′(−1)

Jj(−1)

DN(−1)
+ 2(ζ∗j )

′(−1)Λ−
j ,

D(2)(xN+1, xj) = (ζ∗j )
′′(1)

Jj(1)

DN(1)
+ 2(ζ∗j )

′(1)Λ+
j

при j = 1, ..., N , где Λ±
j =

ωj

D2
N(±1)(1∓ xj)

∑
k=1,k 6=j

ωkxk

(1∓ xk)2
;

D(2)(xi, x0) = lim
x→xi

ζ ′′−1(x), D(2)(xi, xN+1) = lim
x→xi

ζ ′′1 (x) при i = 0, ..., N . Запишем

матрицы, аппроксимирующие операторы первых и вторых производных по перемен-
ной x, в виде

Ag = (D(1)(xi, xj)), Ag = (D(2)(xi, xj)).
Нижний индекс ≪g≫ в обозначениях матриц подчеркивает зависимость значений

элементов матриц от отображения g. Отметим также, что в случае краевых усло-
вий Дирихле строки и столбцы этих матриц с индексами 0 и N + 1 исключаются, и
матрицы имеют размер N × N . В случае, когда на одной границе задается краевое
условие Неймана, на другой – условие Дирихле, возможны 2 варианта. Если значение
функции задается в точке x = −1, а значение производной – в точке x = 1, то из
матриц исключаются столбец и строка с индексами 0. В противном случае исключа-
ются строка и столбец с индексами N+1. В итоге для любого из указанных вариантов
матрицы имеют размер (N+1)×(N+1). В случае краевых условий Неймана или сме-
шанных краевых условий, строки и столбцы из матриц не исключаются, и матрицы
имеют размер (N + 2)× (N + 2).

В силу свойств приближения (5) матрицы Ag и Ag аппроксимируют операторы
дифференцирования только для функций, удовлетворяющих однородным краевым
условиям рассмотренных типов. Однако, как показано ниже, неоднородные краевые
условия могут быть реализованы за счет применения добавочных функций простого
вида. В дальнейших описаниях для краткости ограничимся случаем условий Дирихле
и рассмотрим в качестве примера применения предложенных аппроксимаций одно-
мерную и двумерную краевые задачи.

Одномерный случай. Пусть функция u(x) ∈ C2([−1, 1]) является решением
краевой задачи

uxx = f(x, u), u(−1) = a, u(1) = b. (8)

Введем выражения для векторов значений функции u(x) и ее производных в уз-
лах коллокации: U = (u(x1), ..., u(xN))

T , Ux = (ux(x1), ..., ux(xN ))
T и Uxx =

(uxx(x1), ..., uxx(xN ))
T . Для реализации неоднородных краевых условий положим

u(x) ≈ r̃(u− v, x) + v(x),

где v(x) – линейная функция, удовлетворяющая условиям v(−1) = a, v(1) = b.
Теперь, используя линейные комбинации (7), запишем приближенное представ-

ление производных в задаче (8):

Ux ≈ Ag(U−V) +Vx, Uxx ≈ Ag(U−V) +Vxx, (9)

где V, Vx – вектора, составленные из значений добавочной функции v(x) и ее произ-
водной в точках x = xj , j = 1, ..., N соответственно, Vxx – нулевой вектор.

Для реализации неоднородных краевых условий других типов в качестве добавоч-
ной функции нужно задавать полиномы второй или третьей степени. В таком случае
вектор Vxx, составленный из значений вторых производных v(x), уже не будет нуле-
вым. Кроме того, в зависимости от конкретного типа условий, к узлам коллокации
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должны быть добавлены точки −1 и/или 1, а вектора U, Ux, Uxx, Vx, Vxx должны
быть дополнены соответствующими компонентами.

Ниже нам потребуется спектральное разложение матрицы Ag:

Ag = RADAR
−1
A , (10)

где RA – матрица собственных векторов, а DA – диагональная матрица собственных
значений Ag. Обозначим эти собственные значения djA, j = 1, ..., N .

Замечание 1. Модификация (5) барицентрического приближения (4) обеспечива-
ет важные с вычислительной точки зрения свойства матрицы Ag. Мы имеем в ви-
ду отсутствие нулевых, совпадающих, или комплексных собственных чисел. Строгое
математическое обоснование этого факта требует достаточно громоздких выкладок,
поэтому на данный момент он был проверен только в вычислениях для нескольких
видов отображения g(x). Более строгий анализ свойств матрицы Ag с привлечением
интервальных методов для случая интерполяционных полиномов с узлами Чебыше-
ва проведен в [6]. Важным обстоятельством является также медленный рост числа
обусловленности матрицы RA с ростом N , что обеспечивает устойчивость алгоритма,
описанного в следующем разделе, к погрешностям округления действительных чисел
в памяти ЭВМ, см. приложение статьи [5].

Двумерный случай. Положим D = [−1, 1]2, и u(x, y) ∈ C2(D) – решение кра-
евой задачи Дирихле для уравнения (1) в D. Введем в области D сетку с узлами
(xj , yk), где xj = g

(
cos 2j−1

2N
π
)
, yk = h

(
cos 2k−1

2K
π
)
, j = 1, ..., N , k = 1, ..., K, и по-

ложим, что g, h – отображения, удовлетворяющие условиям теоремы 1. Положим
ujk = u(xj, yk), (uµ)jk = uµ(xj, yk), где µ ∈ {x, y, xx, yy, xy} обозначает производную.
Пусть U = (ujk), Uµ = ((uµ)jk) – N ×K-матрицы.

Для реализации граничных условий введем функцию u(x, y) = u(x, y)−v(x, y), где
v(x, y), задающая неоднородные граничные условия, рассчитывается специальным
образом (см. ниже). Запишем сначала тензорное произведение интерполяций (5) для
приближения функции u, удовлетворяющей однородным граничным условиям:

r̃N×K(u, x, y) =
1

DN×K(x, y)

K∑

k=1

N∑

j=1

ζ∗j (x)ζ
∗
k(y)Jj(x)Jk(y)u(xj, yk), (11)

где DN×K(x, y) = DN (x)DK(y). Затем используем приближение u(x, y) ≈
r̃N×K(u, x, y) + v(x, y).

Функцию v(x, y) выразим в виде суммы v = vx + vy, где vx(x, y) = αx(y)x+ βx(y),
vy(x, y) = αy(x)y + βy(x),

vx|y=±1 = vy|x=±1 = 0. (12)

Множества значений {αx, βx}, {αy, βy} вычисляются исходя из условий на границах
x = ±1, y = ±1 соответственно, поэтому, в силу (12), v(x, y) удовлетворяет заданным
условиям на всей границе области D.

Подставляя в (11) сначала y = yk с последующим дифференцированием по x и
переходом к пределу x → xj , а затем подставляя x = xj с последующим дифферен-
цированием по y и переходом к пределу y → yk, j = 1, ..., N , k = 1, ..., K, проводя
те же выкладки, что и в одномерном случае (см. также [5]), получаем матрицы для
аппроксимации производных u(x, y) по переменным x и y соответственно. Таким об-
разом, для аппроксимации производных по x имеем N ×N -матрицы Ag и Ag; а для
приближения производных по y – K ×K-матрицы Bh и Bh:

Ux ≈ Ag(U − V ) + Vx, Uy ≈ (U − V )BT
h + Vy, Uxx ≈ Ag(U − V ),

Uyy ≈ (U − V )BT
h , Uxy ≈ Ag(U − V )BT

h + Vxy.
(13)
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Здесь матрицы V и Vµ содержат значения v(x, y) и vµ(x, y) в узлах сетки (xj , yk),
матрицы Vµ вычисляются следующим образом:

Vx ≈ V x
x +AgV

y, Vy ≈ V xBT
h + V y

y , Vxy ≈ V x
x B

T
h +AgV

y
y , (14)

где V x,y
µ – матрицы, содержащие значения vx,yµ (xj , yk).

Заметим, что такой подход к аппроксимации производных подобен предложен-
ному в работе [19], где он назван differentiation matrix technique. Однако использо-
вание модифицированных дробно-рациональных интерполяций (5) определяет новые
важные свойства и перспективы применения этого подхода. Среди прочих отметим
возможности естественного обобщения алгоритма этой работы для решения краевых
задач произвольной размерности в областях канонических форм с различными типа-
ми краевых условий (по поводу задач Дирихле произвольной размерности см. [6]).

3. Алгоритм решения краевой задачи

Решение краевой задачи для нелинейного уравнения (1) будем искать методом
установления. Для реализации метода введем новую переменную t, играющую роль
времени, и нестационарный оператор Bt, который далее будем называть регуляриза-
цией. Метод установления состоит в том, чтобы от уравнения (1) перейти к уравнению
для функции u(t, x, y):

Btu = △u− f(x, y, u) (15)

с теми же краевыми условиями и некоторыми начальными данными u(0, x, y) =
u0(x, y), а затем искать решение (1) как предел решений (15) при t → ∞. Сходи-
мость такого процесса неразрывно связана с устойчивостью по Ляпунову решения
(1). В большинстве нелинейных прикладных задач строгое доказательство устойчиво-
сти провести затруднительно. Один подход к анализу устойчивости на основе вывода
априорных оценок на норму решения нестационарной задачи обсуждаются в [20].

Рассмотрим простую регуляризацию Bt =
∂
∂t

и введем сетку по временной пере-
менной t с постоянным шагом τ и узлами ts = τs, s = 1, 2, ... . Пусть û и u – решения,
полученные на итерациях с номерами s и s− 1 соответственно. Аппроксимируя про-
изводную по времени разностным отношением Btu ≈ û−u

τ
, приходим к уравнению для

вычисления значений û по значениям u:

û− τ△û = u− τf(x, y, u). (16)

Критерий остановки итерационного процесса можно записать в виде

‖Btu‖ = ‖△u− f(x, y, u)‖ ≤ εR, (17)

где εR > 0 – малое число, которое далее будем называть невязкой установления.
Таким образом, стартуя с начальных данных u(0, x, y) = u0(x, y) и используя формулу
(16), необходимо переходить с предыдущей на следующую итерацию по времени до
тех пор, пока решение не установится, то есть пока не выполнится неравенство (17).
В результате решение краевой задачи для нелинейного уравнения (1) будет найдено
с невязкой, значения которой не превосходят εR.

Для реализации этой схемы будем использовать приближения, описанные в
предыдущих разделах статьи, и метод коллокаций с узлами (xj , yk), j = 1, ..., N ,
k = 1, ..., K. При этом для аппроксимации производных в (16) применим формулы
(13), (14). Перенося производные от добавочной функции v(x, y) в правую часть, а за-
тем для краткости опуская их, приходим к системе линейных уравнений на текущей
итерации метода установления:

(Û − τ(AgÛ + ÛBT
h )) = U − τF (U) = H(U), (18)
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где Û , U – матрицы, содержащие значения u(x, y) в узлах коллокации на текущей и
предыдущей итерациях; матрица F (U) содержит значения функции f(x, y, u) в тех
же узлах.

Умножая (18) на матрицу спектрального разложения R−1
A слева и на матрицу R−1

B

справа, получаем

V̂ − τ(DAV̂ + V̂ DB) = G(U), (19)

где V̂ = R−1
A ÛR−1

B , G(U) = R−1
A H(U)R−1

B . Решение (19) выражается просто: элементы

матрицы V̂ имеют вид

v̂jk =
gjk

1− τ(djA + dkB)
, (20)

где gjk – элементы матрицы G(U), djA, dkB – собственные значения матриц Ag, Bh,
j = 1, ..., N , k = 1, ..., K. При этом должны быть выполнены следующие условия:

τ 6= 1/(djA + dkB), ∀j, k.

После вычисления элементов V̂ значения приближенного решения (16) в узлах
коллокации могут быть выражены по формуле

Û = RAV̂ RB. (21)

Таким образом, алгоритм решения краевой задачи для уравнения (1) можно
сформулировать в следующем виде:

Блок 1. Инициализация
1. Задаем шаг метода установления τ и значения невязки εR.
2. Задаем количества узлов коллокации вдоль осей x и y (N и K узлов соответ-

ственно); используя имеющуюся информацию об особенностях решения, определяем
отображения g(x) и h(y); рассчитываем узлы (xj , yk), j = 1, ..., N , k = 1, ..., K как
образы узлов Чебышева под действием g и h соответственно; составляем матрицы,
аппроксимирующие производные, и рассчитываем их спектральные разложения.

3. Задаем начальные значения неизвестной функции (массив U0 = (u0(xj , yk))N×K)
и всех ее производных, присутствующих в правой части уравнения. В примерах, рас-
смотренных ниже, начальные значения заданы нулевыми.

Блок 2. Решение задачи линейной алгебры на каждой итерации метода
установления

1. Используя значения решения с предыдущей итерации (или начальные данные),
рассчитываем элементы матрицы F (U).

2. В соответствии с формулами (18), (19) рассчитываем элементы матриц H(U)
и G(U).

3. Находим элементы V̂ и Û в соответствии с формулами (20), (21) и рассчитываем
приближенные значения производных с применением (13); переходим к Блоку 3.

Блок 3. Итерации метода установления
Если

‖Û − U‖

τ
≤ εR, (22)

то алгоритм останавливается, и в качестве выходных данных представляются при-

ближенные значения решения в узлах коллокации Û . Здесь норма ‖Û‖ обозначает

максимальный по модулю элемент матрицы Û .

Иначе задаем U = Û и возвращаемся к блоку 2.
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Теорема 2. Пусть задана сетка из N × K узлов коллокации. Предложенный ал-
горитм требует выполнения O(Nit[NK(N + K)] + N3 + K3) операций. Для его ре-
ализации необходимо O(NK +K2 +N2) байт памяти, где символ ≪O≫ обозначает
величину, определенную с точностью до постоянного множителя, Nit – число ите-
раций метода установления, необходимое для реализации неравенства (22).

Доказательство. Ниже указаны шаги алгоритма, требующие наибольшего количе-
ства операций.

– Спектральные разложения матриц, аппроксимирующих вторые производные.
Применение QR-алгоритма требует порядка O(N3 +K3) операций.

– Вычисление матрицы G(U) по формуле G(U) = R−1
A H(U)R−1

B и вычисление

решения Û по формуле (21) на каждом шаге метода установления сводится к произ-
ведению N ×N - и N ×K-матриц, а также N ×K- и K ×K-матриц. Следовательно,
в сумме требуется порядка O(NK(N +K)) операций.

– Вычисление производных решения, стоящих в правой части (если такие име-
ются), а также производных добавочной функции v(x, y) (см. (13), (14)). Как и в
предыдущем пункте, эти расчеты сводятся к произведению матриц, что приводит к
аналогичному вкладу в общее число операций.

Суммируя количество операций шагов, описанных выше, приходим к числу, ука-
занному в условии теоремы.

Что касается объема памяти, для реализации алгоритма требуется хранить сле-
дующую информацию: 1) матрицы аппроксимирующие производные и матрицы их
спектральных разложений размеров N ×N и K×K; 2) N ×K-матрицы, содержащие
значения решения, добавочных функций и их производных; 3) значения координат
узлов, параметров установления и параметров задачи, что дает пренебрежимо малый
вклад по сравнению с предыдущими пунктами.

В сумме получаем, что объемы памяти, необходимые для реализации алгоритма,
соответствуют заявленным в теореме.

4. Численные эксперименты

Рассмотрим в качестве примера краевую задачу Дирихле для уравнения вида (1)
в квадрате D = [−1, 1]2:





△u =
2u3

(αβ)4
{(α2 + x2)2(3y2 − β2) + (β2 + y2)2(3x2 − α2)},

u(±1, y) =
(
1 + α−2

)−1(
1 +

( y
β

)2)−1
,

u(x,±1) =
(
1 +

(x
α

)2)−1(
1 + β−2

)−1
,

(23)

где α и β – положительные величины. Точное решение этой задачи имеет вид

u = uex(x, y) =
(
1 +

(x
α

)2)−1(
1 +

( y
β

)2)−1
.

Если α или β достаточно малы, то функция uex(x, y) быстро меняется в окрестности
точки (0, 0) (см. рис. 1, а). Отметим, что исследование существования и единственно-
сти решений задач с кубической нелинейностью в правой части вида (23) представ-
ляет отдельную задачу, которая выходит за рамки этой работы. Существование в
данном случае очевидно, чего нельзя утверждать про единственность. Следователь-
но, вопрос, к какому решению будет сходится метод установления, является откры-
тым. Выше было сказано, что ключевую роль в этом вопросе играет устойчивость
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по Ляпунову соответствующего решения. Исследование устойчивости решения зада-
чи (23) по линейному приближению показывает, что существенным является знак
выражения при u3 в правой части. Положительный знак обеспечивает устойчивость,
наличие отрицательного знака может приводить к неустойчивости. Отметим также,
что устойчивости лишь по линейному приближению не всегда достаточно для од-
нозначного вывода о сходимости. В связи с этим решающую роль играет вычисли-
тельный эксперимент. В эксперименте наблюдалась сходимость метода установления
с невязкой εR порядка 10−11. При этом, как показано ниже, при достаточном числе
узлов N максимум отклонений предельного решения от функции uex(x, y) на узлах
сетки составляет также 10−11. Этот факт служит существенным аргументом в пользу
устойчивости uex(x, y).

Рассмотрим случай α = β = 0, 05 и используем разработанный алгоритм для
поиска приближенного решения uap(x, y) задачи (23). В частности используем два
варианта алгоритма: вариант, в котором координаты узлов коллокации задаются
корнями многочленов Чебышева, и вариант со сгущением таких узлов. Для сгущения
применим вдоль координат x и y отображения вида (6) с параметрами δ = 0, ε =
0, 05. При выборе параметров учтено, что аналитическое продолжение в комплексную
плоскость функции uex(x, 0) как функции переменной x имеет полюс в точке δ+iε ∈ C.
То же самое можно сказать про функцию uex(0, y).

Пусть число узлов вдоль координаты x совпадает с числом узлов вдоль y (N = K),
обозначим εN = max

j,k=1,...N
|uex(xj , yk) − uap(xj , yk)|. Тогда, увеличивая число узлов

N = K = 5, 10, 15, ..., 200, мы будем наблюдать сходимость приближенного реше-
ния к точному, см. рис. 1, б. Здесь верхние индексы ≪Ch≫ и ≪r≫ обозначают, что
приближенное решение получено с применением полиномов с узлами Чебышева и
дробно-рациональных приближений соответственно. Из графика видно, что при ис-
пользовании адаптированных узлов скорость сходимости существенно увеличивается.
В результате для достижения высокой точности требуется намного меньше вычисли-
тельных ресурсов.

Рис. 1. (а) Решение задачи (23) при α = β = 0, 05; (б) зависимость log10 εN от числа
узлов коллокации

На рис. 2 показаны распределения узлов коллокации для двух указанных вари-
антов алгоритма.

В заключении исследуем быстродействие алгоритма, проводя вычисления на од-
ном ядре персональной ЭВМ AMD Ryzen 9 5950X, 3.40 Ггц, DRAM 32 Гб, 2133 МГц.
Каждая строка таблицы соответствует фиксированной величине относительной по-
грешности численного решения задачи (23), указанной в первом столбце. В остальных
столбцах показано, сколько узлов и сколько времени в миллисекундах требуется ал-
горитму, чтобы получить решение с относительной погрешностью не более указанной
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Рис. 2. (а) Сетка из 15 × 15 узлов коллокации с координатами в нулях многочленов
Чебышева; (б) сетка со сгущением узлов на основе (6) с δ = 0 и ε = 0, 05

в первом столбце. Столбцы ≪Узлы Чебышева≫ содержат результаты, полученные при
использовании узлов с координатами в нулях многочленов Чебышева, столбцы ≪Сгу-
щенные узлы≫ содержат результаты, полученные при использовании сгущения узлов
и дробно-рациональных приближений.

Таблица
Затраты времени при решении задачи (23)

Относительная Узлы Чебышева Сгущенные узлы

погрешность N время (мс) N время (мс)
10−1 100 83 17 4
10−3 160 297 26 7
10−5 220 798 34 12
10−7 304 2271 46 18
10−9 390 4835 56 21
10−11 478 8758 68 33

Заключение

В итоге работы сделаем несколько комментариев о применимости разработанно-
го подхода для решения прикладных задач. Во-первых, необходимо отметить работы
[15,18], в которых дробно-рациональные барицентрические приближения успешно ис-
пользовались при решении одномерных нелинейных задач с особенностями для урав-
нения Бюргерса и уравнения теплового взрыва в рамках теории Франка-Каменецкого.
Была показана особая эффективность этих приближений для анализа эволюции осо-
бых точек решений в комплексной плоскости. В частности, удалось связать разруше-
ние гладких решений и эффект blow-up с выходом особой точки в область решения
задачи.

Применение дробно-рациональных приближений в 2D случае открывает зна-
чительные перспективы при решении сингулярно-возмущенных краевых задач для
УЧП. Автор планирует использовать разработанный алгоритм для конструирова-
ния метода спектральных элементов и расчета течений несжимаемой вязкоупругой
полимерной жидкости в экструдере, по поводу этой задачи см. [21, 22]. Известно,
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что эти течения демонстрируют различные нелинейные эффекты, включая потерю
устойчивости и разрушение стационарных режимов, образование вихрей и переход
к турбулентным режимам, и т.п. Исследование таких эффектов представляет значи-
тельный интерес для специалистов в области гидродинамики и разработчиков новых
технологий экструзии.

Работа выполнена за счет гранта Российского научного фонда (Соглаше-
ние № 20-71-00071).
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APPLICATION OF RATIONAL INTERPOLATIONS FOR SOLVING
BOUNDARY VALUE PROBLEMS WITH SINGULARITIES

B.V. Semisalov, Novosibirsk State University, Novosibirsk, Russian Federation; Sobolev
Institute of Mathematics, Novosibirsk, Russian Federation, ViBiS@ngs.ru

In this paper, we develop, implement and test a new method for solving singularly
perturbed boundary value problems for non-linear partial differential equations of the second
order, which are posed in a rectangular domain. In order to approximate a solution, the
tensor products of rational functions are used in the method. These functions are obtained
from barycentric interpolation polynomials with Chebyshev nodes by means of a special
change of variable. The purpose of this change of variable is to adapt the locations of
interpolation nodes to singularities of the desired function, which leads to concentration of
them in the neighborhood of large gradients of the solution. To approximate the non-linear
equations, a combination of iterative and collocation methods is used. This allows to pass to
the matrix Sylvester equation at each iteration and to reduce considerably the run time of
algorithm. High computational performance of the method is demonstrated on the example
of test boundary value problem in square domain with a known solution, which has a peak
in the centre of the domain. Such singular behaviour is related with the presence of pole of
the desired function in complex plain.

Keywords: singularly perturbed boundary value problem; rational interpolation;

collocation method; fast convergence.
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