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Статья посвящена исследованию устойчивости стационарного решения для неав-
тономной линеаризованной модели Хоффа на геометрическом графе. Такая модель
позволяет описывать конструкцию из двутавровых балок, находящуюся под внешним
давлением и воздействием высоких температур. Используя условия устойчивости ста-
ционарного решения для такой модели, можно описать условия стабильности кон-
струкции, описываемой данной моделью на геометрическом графе. Отметим, что для
линеаризованной модели Хоффа нельзя применить метод экспоненциальных дихото-
мий, так как относительный спектр оператора уравнения может пересекаться с мнимой
осью. Поэтому для исследования устойчивости мы будем применять второй метод Ля-
пунова. Статья кроме введения и списка литературы содержит две части. В первой из
них приводятся условия разрешимости неавтономной линеаризованной модели Хоффа
на геометрическом графе, а во второй исследуется устойчивость стационарного реше-
ния этой модели.
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Введение

Рассмотрим уравнение Хоффа [1]

(λ− λ0 +∆)ut = αu+ βu3 + f, (1)

которое вкупе с граничными условиями позволяет смоделировать выпучивание дву-
тавровой балки, которая оказывается под воздействием постоянной нагрузки, а также
высокой температуры. Задаваемые параметры α, β ∈ R отражают характеристики
свойств материала балки, тогда как параметры λ, λ0 ∈ R+ выступают характеристи-
кой самой нагрузки. Функция u = u(x, t), (x, t) ∈ Ω×R, помогает построить и описать
отклонение балки от вертикали (u = 0), в которой Ω ⊂ Rm, – является ограниченной
областью в границах ∂Ω класса C∞. Отметим, что выражение при производной по
времени в уравнении (1) может быть нулевым и поэтому (1) нельзя разрешить от-
носительно производной по времени. Такие уравнения будем называть уравнениями
соболевского типа [2–6].

Динамику конструкции из двутавровых балок моделируют уравнения Хоффа

(λj − λ0)ujt + ujtxx = αjuj + βju
3
j + fj (2)

заданные на конечном связном ориентированном графе G = G(V,E), где V = {Vi} –
множество вершин, а E = {Ei} – множество ребер. Каждое ребро Ej имеет длину
lj ∈ R+ и площадь поперечного сечения dj ∈ R+; uj = uj(x, t), (x, t) ∈ (0, lj) × R, ха-
рактеризует отклонение j-той балки от положения равновесия; параметры λ0, λj ∈ R+
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выступают характеристиками нагрузки на эту балку, а параметры αj , βj ∈ R харак-
теризуют свойства материала j-й балки, а fj ≡ fj(x, t) отвечает внешней нагрузке на
неё.

Обозначим через Eα(ω)(Vi) множество ребер с началом (концом) в вершине Vi,
t ∈ R+, и зададим в вершинах V графа G условия ≪непрерывности≫,

uj(0, t) = uk(0, t) = um(lm, t) = un(ln, t),
Ej , Ek ∈ Eα(Vi), Em, En ∈ Eω(Vi).

(3)

Для уравнений (2) условия (3) требуют непрерывности решений
u = (u1, u2, . . . , uj, . . .) в вершинах V графа G и означают, что балки жестко
закреплены в узлах. Кроме этого, зададим условие ≪баланса потока≫ в вершинах –
аналог условий Кирхгофа для электрических цепей –

∑

Ej∈Eα(Vi)

djujx(0, t)−
∑

Ek∈Eω(Vi)

dkukx(lk, t) = 0. (4)

Отметим, что условия (4) для уравнений (2) означают, что узлы конструкции непо-
движны.

Если граф состоит из одного нециклического ребра (т.е. вершин у графа две), то
условие (3) отсутствует, а условие (4) превращается в условие Неймана. Если же ребро
циклическое (т.е. вершина у графа одна), то условия (3), (4) превращаются в усло-
вия согласования. Заметим еще, что в контексте условий (3), (4) ≪отсутствовать≫ не
значит ≪быть равным нулю≫. Например, если в вершину Vi все ребра ≪входят≫, то
первые два равенства в (3) и уменьшаемое в (4) именно ≪отсутствуют≫, а не равны
нулю. Следуя терминологии Ю.В. Покорного [7], будем граф G = G(V,E), обла-
дающий вышеперечисленными свойствами, в дальнейшем называть геометрическим
графом.

Уравнения соболевского типа на геометрических графах впервые рассматрива-
лись в [8]. Разрешимость модели Хоффа с постоянными коэффициентами на графе в
рамках теории уравнений соболевского исследовалась в работах [9, 10]. Задача опти-
мального управления для таких моделей рассматривается, например в [11]. Устойчи-
вость решений уравнений соболевского типа с постоянными коэффициентами была
исследована во многих работах (более подробно см. в [12]). Отметим, что при ана-
лизе устойчивости зачастую используют и информацию о расположении относитель-
ного спектра задачи. Устойчивость стационарных решений линеаризованной модели
Хоффа с постоянными коэффициентами на графах исследована в [13].

Современная математическая наука зачастую обращается к линейной модели
Хоффа, которая используется многими исследователями

(λ+∆)ut = αu+ f,

данная модель рассматривалась в приложении ко множествам различной геометри-
ческой структуры. Рассмотрим на геометрическом графе G неавтономные линеари-
зованные уравнения Хоффа

(λ− λ0)ujt + ujxxt = α(t)uj для всех x ∈ (0, lj), t ∈ R, (5)

с условиями (3), (4), моделирующие выпучивание двутавровых балок в конструкции
в линейном приближении с учетом изменения во времени свойств материала, которое
описывается скалярной функцией α(t).
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Основной целью данной работы является исследование устойчивости нулевого
решения нестационарных линеризованных уравнений Хоффа (5) на графе с услови-
ями (3), (4). Отметим, что используя условия устойчивости стационарного решения
для такой модели, можно описать условия стабильности конструкции, описываемой
данной моделью на геометрическом графе.

Разрешимость неавтономных уравнений соболевского типа впервые рассмотрена
в [14]. Используя предложенные методы, были исследованы различные задачи [15,16],
в том числе в работе [17] была исследована неавтономная линеаризованная модель
Осколкова на геометрическом графе. При построении решения невтономного уравне-
ния мы используем методику предложенную в [17, 18]. Разрешимость неавтономной
линеаризованной модели Хоффа была исследована в [19].

Отметим, что для линеаризованной модели Хоффа нельзя применить метод экс-
поненциальных дихотомий [12], так как относительный спектр оператора уравнения
может пересекаться с мнимой осью. Поэтому для исследования устойчивости мы бу-
дем применять второй метод Ляпунова [13]. Данная работа является логическим про-
должением статьи [20], в которой приведены условия устойчивости стационарного
решения неавтономного линейного уравнения соболевского типа.

1. Разрешимость неавтономной линеаризованной модели

Хоффа на геометрическом графе

При построении решения будем опираться на теорию уравнений соболевского ти-
па. Итак, пусть U и F банаховы пространства, а операторы L ∈ L(U;F) (т.е. линейный
и непрерывный) и M ∈ Cl(U;F) (т.е. линейный, замкнутый и плотно определенный в
пространстве U). Оператор M называют спектрально ограниченным относительно
оператора L (или просто (L, σ)-ограниченным), если

∃a > 0 ∀µ ∈ C (|µ| > a) ⇒ (µ ∈ ρL(M)),

где ρL(M) = {µ ∈ C : (µL−M)−1 ∈ L(F;U)} – L-резольвентное множество, дополне-
ние к нему σL(M) = C \ ρL(M) назовем L-спектром оператора M ( [3], п. 2.1).

Ясно, что оператор (µL−M)−1 голоморфен относительно переменной µ на множе-
стве ρL(M). Тогда можно определить операторы P ∈ L(U) и Q ∈ L(F) по формулам

P =
1

2πi

∫

γ

(µL−M)−1Ldµ и Q =
1

2πi

∫

γ

L(µL−M)−1dµ,

где замкнутая кривая γ={µ∈C : |µ|=r>a} и интегралы понимаются как интегралы
Римана. При условии (L, σ)-ограниченности оператора M эти операторы P ∈ L(U),
Q ∈ L(F) являются проекторами.

Определим U0 = kerP , F0 = kerQ, U1 = imP , F1 = imQ. Сужение действия опера-
тора L на подпространство Uk обозначим через Lk, и аналогично сужение действия
оператора M на множество domM∩Uk (k = 0, 1) – через Mk. И полученные множества
domMk = domM ∩ Uk плотны в подпространствах Uk (k = 0, 1) соответственно.

Теорема 1. [2] (Теорема Свиридюка о расщеплении)
Пусть оператор M (L, σ)-ограничен. Тогда
(i) операторы L0 ∈ L(U0;F0), L1 ∈ L(U1;F1);
(ii) операторы M0 ∈ Cl(U0;F0), M1 ∈ L(U1;F1);
(iii) существуют операторы L−1

1 ∈ L(F1;U1) и M−1
0 ∈ L(F0;U0).

Обозначим H =M−1
0 L0 ∈ L(U0), S = L−1

1 M1 ∈ L(U1).

42 Bulletin of the South Ural State University. Ser. Mathematical Modelling, Programming
& Computer Software (Bulletin SUSU MMCS), 2024, vol. 17, no. 2, pp. 40–50



МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

Определение 1. (L, σ)-ограниченный оператор M назовем (L, p)-ограниченным при
p ∈ {0} ∪ N ≡ N0, где p – это порядок полюса бесконечно удаленной точки оператор-
функции (µL−M)−1 переменной µ ∈ C при |µ| > a, а именно:

1) p = 0, если H = O;
2) p ∈ N, если Hp 6= O и Hp+1 = O;
3) p = ∞, если Hp 6= O для всех p ∈ N.

Рассмотрим теперь на интервале J ⊂ R задачу Коши (t0 ∈ J)

u(t0) = u0, (6)

для однородного неавтономного уравнения

Lu̇(t) = α(t)Mu(t), (7)

где функция α : J → R+ подлежит дальнейшему определению.
Решением уравнения (7) будем называть вектор-функцию u ∈ C1(J;U), удовле-

творяющую этому уравнению на J. Решение уравнения (7) будем называть решением
задачи Коши (6), (7), если она дополнительно удовлетворяет условию (6).

Определение 2. [19] Замкнутое множество P ⊂ U называется фазовым простран-
ством уравнения (7), если

(i) любое решение u(t) уравнения (7) лежит в P (поточечно);
(ii) для любого u0 из P, существует единственное решение задачи Коши (6) для

уравнения (7).

Теорема 2. [19] Пусть оператор M (L, p)-ограничен (p ∈ N0) и функция α ∈
C(R,R+). Тогда фазовым пространством уравнения (7) является множество U1.

Рассмотрим задачу Коши
uj(x, 0) = uj0(x), (8)

для линейных нестационарных уравнений Хоффа

(λ− λ0)ujt + ujtxx = α(t)uj, (9)

заданных на геометрическом графе G = G(V,E) с условиями

uj(0, t) = uk(0, t) = um(lm, t) = un(ln, t),
Ej , Ek ∈ Eα(Vi), Em, En ∈ Eω(Vi),

(10)

∑

Ej∈Eα(Vi)

djujx(0, t)−
∑

Ek∈Eω(Vi)

dkukx(lk, t) = 0. (11)

Редуцируем задачу (9) – (11) к абстрактному уравнению (7). Для этого введем в
рассмотрение множество

L2(G) = {g = (g1, g2, . . . gj, . . .) : gj ∈ L2(0, lj)},

которое станет гильбертовым пространством, если ввести скалярное произведение
〈·, ·〉 и норму ‖·‖ следующим образом:

〈g, h〉 =
∑

j:Ej∈E

dj

lj
∫

0

gjhjdx и ‖g‖2 =
∑

Ej∈E

dj

lj
∫

0

g2jdx.
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Введем еще банахово пространство

U =
{

u = (u1, u2, . . . , uj, . . .) : uj ∈ W 1
2 (0, lj), причем выполнено (11)

}

с нормой ||u||2U =
∑

j:Ej∈E

dj

lj
∫

0

(u2jx + u2j)dx.

В силу теорем вложения Соболева пространства W 1
2 (0, lj) состоят из абсолютно

непрерывных функций, поэтому пространство U корректно определено, а в силу тео-
ремы Кондрашева – Реллиха оно компактно вложено в L2(G). По теореме Ф. Рисса
отождествим пространство L2(G) со своим сопряженным и через F обозначим со-
пряженное пространство к U относительно двойственности 〈·, ·〉. Пространство F –
банахово, причем имеют место непрерывные вложения U →֒ L2(G) →֒ F.

Пусть λ0 ∈ R+, λ ∈ [0, λ0] и α ∈ C(R;R+). Построим операторы

〈Lu, v〉 =
∑

Ej∈E

dj

lj
∫

0

(ujxvjx + (λ0 − λ)ujvj)dx,

〈Mu, v〉 = −α(t)〈u, v〉,

где u, v ∈ U. Заметим, что операторы L,M ∈ L(U,F), то есть линейны и непрерывны.

Замечание 1. Как легко видеть, первое собственное значение оператора L равно
λ0, причем это собственное значение однократно.

Действительно, пусть Lϕ1 = λ0ϕ1, тогда

〈(L− λ0)ϕ1, ϕ1〉 =
∑

Ej∈E

dj

lj
∫

0

(ϕ1jx)
2dx = 0.

В качестве первой собственной функции можно взять

ϕ1 =





∑

Ej∈E

djlj





− 1

2

(1, 1, . . . , 1, . . .).

Лемма 1. При любых α ∈ C(R;R+), λ0 ∈ R+ и λ ∈ [0, λ0) оператор M (L, 0)-
ограничен.

Доказательство. Пусть {λk} – собственные значения оператора L, занумеро-
ванные по невозрастанию с учетом их кратности. Пусть {ϕk} – соответствующие
им собственные функции оператора L, ортонормированные в смысле L2(G). Пусть
(λ−λ0) 6= λk, тогда в силу непрерывной обратимости оператора L утверждение леммы
очевидно.

Пусть (λ − λ0) = λk, тогда kerL = span {ϕk : λk = λ − λ0}. Возьмем вектор
ϕ ∈ kerL\{0}, т.е.

ϕ =
∑

λk=λ−λ0

akϕk, где
∑

λk=λ−λ0

|ak| > 0.
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Поскольку

Mϕ = −α(t)
∑

λk=λ−λ0

akϕk /∈ imL,

отсюда следует справедливость утверждения.

✷

Итак, редукция задачи (9) – (11) к уравнению (7) закончена.

Теорема 3. (i) При всех α ∈ C(R;R+), λ0 ∈ R+ и λ ∈ [0, λ0) фазовым пространством
P задачи (8) – (11) служит пространство U.

(ii) При всех α ∈ C(R,R+), λ0 ∈ R+ и λ = λ0 фазовым пространством P задачи
(8) – (11) служит подпространство U1 = {u ∈ U : 〈u, ϕ〉 = 0}.

Доказательство. Построим проектор

P =
1

2πi

∫

γ

(µL−M)−1Ldµ,

где замкнутый контур γ ∈ C ограничивает область, содержащую L-спектр σL(M)
оператора M . Очевидно,

P =

{

I, если λ ∈ [0, λ0);
I− 〈·, ϕ〉, если λ = λ0.

Поэтому при λ ∈ [0, λ0) фазовым пространством задачи (8)–(11) будет все простран-
ство U. А при λ = λ0 в фазовом пространстве задачи (8)–(11) лежат те точки u ∈ U,
для которых 〈u, ϕ〉 = 0.

✷

Справедлива следующая теорема о виде решения задачи (8) – (11).

Теорема 4. Пусть λ ∈ R\{0}, функция α ∈ C(R;R+) и
(i) λ 6∈ σ(∆). Тогда при любых u0 ∈ U существует единственное решение (8) – (11),
представимое в виде

u(t) =
∞
∑

k=1

exp





1

λk − (λ− λ0)

t
∫

0

α(τ)dτ



〈u0, ϕk〉ϕk;

(ii) λ ∈ σ(∆). Тогда при любых u0 ∈ U существует единственное решение (8) – (11),
представимое в виде

u(t) =

∞
∑

k∈N\{l:λl=λ−λ0}

exp





1

λk − (λ− λ0)

t
∫

0

α(τ)dτ



〈u0, ϕk〉ϕk.

2. Устойчивость стационарного решения неавтономной

линеаризованной модели Хоффа

Пусть V – нормированное пространство. Говорят, что на V задан локальный дву-
параметрический поток (в дальнейшем – поток), если существует отображение S
такое, что для любого u ∈ V и некоторого τ = τ(u) ∈ R+ выполняются соотношения
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(i) S = St
su ∈ V, при всех t, s ∈ (−τ ; τ) ;S0

0u = u;
(ii) St

s = St
zS

z
su при всех t, s, z ∈ (−τ, τ).

Точка u ∈ V такая, что
(iii) St

su = u, при всех t, s ∈ (−τ ; τ) ,
называется стационарной точкой потока S.

Построим стационарный поток для уравнения (7).

Теорема 5. [20] Пусть оператор M (L, p)-ограничен (p ∈ N0) и функция α ∈ C(R;R),
тогда семейство {St

s ∈ L(U) : t, s ∈ R}, заданное формулой

St
s =

1

2πi

∫

γ

(µL−M)−1L exp



µ

t
∫

s

α(ζ)dζ



 dµ, s, t ∈ R, s = 0 < t, (12)

где замкнутый контур γ ограничивает область, содержащую L-спектр σL(M) опе-
ратора M , является локальным потоком операторов. Причем, нулевая функция яв-
ляется стационарной точкой этого потока.

Применим эту теорему для исследования свойств стационарного решения задачи
(9) – (11), которое будет просто нулевым решением. Фазовым пространством P зада-
чи (8) – (11) в обоих случаях (λ ∈ [0, λ0) и λ = λ0) является банахово пространство с
нормой ‖·‖U, индуцированной из U. Введя в P норму ‖·‖ из L2(G), превратим в норми-
рованное пространство (которое, очевидно, совпадет с L2(G) в случае λ ∈ [0, λ0) при
его естественном понимании). Как и выше {λk} – собственные значения оператора
L, занумерованные по невозрастанию с учетом их кратности, а {ϕk} – соответству-
ющие им собственные функции оператора L, ортонормированные в смысле L2(G).
В силу теоремы 5 на P существует поток S, определяемый формулой (12), которая
для задачи (9) – (11) примет вид

St
s· =































∞
∑

k=1

exp





1

λk − (λ− λ0)

t
∫

s

α(τ)dτ



〈·, ϕk〉ϕk, если λ ∈ [0, λ0);

∞
∑

k∈N\{l:λl=λ−λ0}

exp





1

λk − (λ− λ0)

t
∫

s

α(τ)dτ



〈·, ϕk〉ϕk, если λ = λ0.

Определение 3. Стационарная точка u потока S называется
(i) устойчивой (по Ляпунову), если для любой окрестности Ou точки u существует

(возможно, другая) окрестность O′
u той же точки, что St

sv ∈ O′
u при всех v ∈ Ou и

t, s ∈ R+;
(ii) асимптотически устойчивой (по Ляпунову), если она устойчива и для любой

точки v из некоторой окрестности Ou точки u выполняется St
sv → u при t→ ∞.

Для исследования такой устойчивости используется функционал Ляпунова.

Определение 4. Функционал V ∈ C(V;R) называется функционалом Ляпунова
потока S, если для всех u ∈ V

V̇ (u) = lim
t→0+

(V (St
0u)− V (u))

t
≤ 0.

Теорема 6. [20] Пусть u – стационарная точка потока S на V. Если для потока
S существует функционал Ляпунова такой, что
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1) V (u) = 0;
2) V (v) ≥ ϕ(‖v − u‖) для строго возрастающей непрерывной функции ϕ такой,
что ϕ(0) = 0 и ϕ(r) > 0 при r ∈ R+,

то точка u устойчива.

Теорема 7. [20] Пусть выполнены условия теоремы 6, и существует строго воз-
растающая непрерывная функция ψ такая, что ψ(0) = 0 и ψ(r) > 0 при r ∈ R+,
причем V̇ (v) ≤ −ψ(‖v − u‖), тогда точка u асимптотически устойчива.

Теперь рассмотрим оба случая по отдельности. Пусть сначала λ ∈ [0;λ0) , λ0 ∈ R+.
В этом случае функционал Ляпунова определим следующим образом:

V (u) =
∑

Ej∈E

dj

lj
∫

0

(u2jx + (λ0 − λ)u2j)dx.

Очевидно, V (u) ≥ (λ0−λ) ‖u‖
2 и V (0) = 0, поэтому в силу теоремы 6 нулевое решение

задачи (9) – (11) устойчиво по Ляпунову. Далее, умножив (8) скалярно в L2(G) на u,
получим

V̇ (u) = −2α(t) ‖u‖2 , (13)

что в силу теоремы 7 означает асимптотическую устойчивость нулевого решения за-
дачи (9) – (11).

Рассмотрим случай λ = λ0. Тогда в силу теоремы 2 фазовым пространством
задачи (8) – (11) служит подпространство U1, в котором, согласно принципу Куранта,
можно ввести норму

‖u‖21 =
∑

Ej∈E

dj

lj
∫

0

u2jdx,

эквивалентную индуцированной из U норме ‖·‖U. Причем в силу теорем вложения
Соболева ‖u‖1 ≥ c ‖u‖, где c ∈ R+ – константа вложения. Задав функционал Ляпуно-

ва V (u) = ‖u‖21, в силу теоремы 6 получаем устойчивость нулевого решения задачи
(9) – (11). Далее, уравнения (8) в силу линейности на U1 выглядят точно таким же
образом. Поэтому поступая аналогично предыдущему, получаем справедливость (13).
Итак, и в этом случае нулевое решение задачи (9) – (11) является асимптотически
устойчивым. Таким образом, доказана

Теорема 8. При любых α ∈ C(R;R+), λ0 ∈ R+ и λ ∈ [0, λ0] нулевое решение задачи
(9) – (11) является асимптотически устойчивым.

Работа частично поддержана грантом Российского научного фонда № 24-11-
20037, https://rscf.ru/project/24-11-20037.
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STABILITY OF A STATIONARY SOLUTION TO NON-AUTONOMOUS
LINEARIZED HOFF MODEL ON A GEOMETRICAL GRAPH

M.A. Sagadeeva1, S.A. Zagrebina1

1South Ural State University, Chelyabinsk, Russian Federation
E-mail: sagadeevama@susu.ru, zagrebinasa@susu.ru

The article is devoted to the study of the stability of a stationary solution for a non-
autonomous linearized Hoff model on a geometric graph. This model makes it possible to
describe a structure made of I-beams that is under external pressure and high temperatures.
Using the stability conditions of a stationary solution for such a model, it is possible to
describe the stability conditions of the structure described by this model on a geometric
graph. Note that for the linearized Hoff model, the exponential dichotomy method cannot
be applied, since the relative spectrum of the operator equation may intersect with the
imaginary axis. Therefore, we use the second Lyapunov method to study of the stability. In
addition to the introduction and the list of references, the article contains two parts. In the
first of them, the conditions for the solvability of a non-autonomous linearized Hoff model
on a geometric graph are given, and in the second, the stability of the stationary solution
of this model is investigated.

Keywords: Sobolev type equations; relatively bounded operator; Lyapunov stability; local

flow of operators; asymptotic stability.
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