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ВЛИЯНИЕ НАПРАВЛЕННОЙ МИГРАЦИИ НА ЗАБОЛЕВАЕМОСТЬ
НАСЕЛЕНИЯ В SIS-МОДЕЛИ

А.В. Будянский, Донской государственный технический университет,
г. Ростов-на-Дону, Российская Федерация

Рассмотрена математическая модель распространения инфекционного заболева-
ния, записываемая в виде системы нелинейных уравнений параболического типа. Изу-
чается пространственно-временная эволюция плотностей двух групп населения: вос-
приимчивых к инфекции и инфицированных. Допускается взаимный переход из од-
ной группы в другую. Динамика плотностей определяется миграционными потоками
и локальным взаимодействием. Миграционные потоки обусловлены диффузионным
распространением населения по ареалу и направленной миграцией, вызванной неко-
торым стимулом. Моделирование проводится с учетом смертности инфицированных.
В вычислительных экспериментах определена роль миграционных факторов в эпиде-
миологических сценариях.
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Введение

Важной проблемой в области здравоохранения является угроза эпидемий. Меж-
дународная торговля, туризм и миграция приводят к распространению болезней, а
урбанизация способствует вспышкам заболеваний [1]. Последствия массовых инфек-
ционных заражений имеют важное социально–экономическое значение, что делает
актуальным развитие методов анализа и прогноза в области математической эпиде-
миологии [2].

Для понимания динамики, лежащей в основе передачи заболеваний, часто ис-
пользуют компартментальные модели на основе систем дифференциальных уравне-
ний [3,4]. Данные модели разделяют население на группы, как правило, в зависимости
от их риска или статуса инфекции. В большинстве рассматриваемых случаев изуча-
ется только изменение средней численности по каждой группе [5–7]. Данный подход
имеет ряд недостатков, так как не позволяет учитывать факторы неравномерного
распределения населения внутри рассматриваемого ареала [8]. Для учҷта простран-
ственных эффектов компартментальные модели дополняются диффузионными сла-
гаемыми [9,10]. Однако концепция ≪случайного≫ распространения населения по аре-
алу критикуется эпидемиологами, так как направленная миграция является неотъ-
емлемой частью жизни биологических сообществ [11, 12]. Помимо диффузионного
распространения по ареалу может учитываться направленная миграция (таксис), вы-
званная некоторым стимулом [13,14]. Так, в работах [15,16] изучено влияние миграции
на инвазию и конкуренцию биологических сообществ. Одним из эффективных мето-
дов, позволяющих учитывать таксис, является моделирование с помощью уравнений
в частных производных, особенно уравнений реакции-диффузии-адвекции [17].

Данная работа посвящена изучению влияния направленной миграции на распро-
странение инфекционного заболевания в пределах рассматриваемого ареала. Рас-
сматривается SIS-модель (Susceptible–Infected–Susceptible), когда все сообщество раз-
делено на две группы: восприимчивые к инфекции и инфицированные [18, 19]. По-
лагается возможным обоюдный переход из одной группы в другую, а также возмож-
ность летального исхода для инфицированных.
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1. Модель пространственно-временной динамики

заболеваемости населения

Распределения двух непересекающихся групп населения на ареале описываются
функциями плотностей S(x, t) и I(x, t). Восприимчивым к инфекции соответствует
функция S(x, t), а инфицированным – I(x, t). Уравнения баланса плотностей записы-
ваются, используя миграционные потоки Qj и локальное взаимодействие:

∂S

∂t
= −

∂Q1

∂x
− βSI + γI, Q1 = −d1

∂S

∂x
+ a1S

∂P

∂x
, (1)

∂I

∂t
= −

∂Q2

∂x
+ βSI − γI − θI, Q2 = −d2

∂I

∂x
+ a2I

∂P

∂x
. (2)

Коэффициенты β и γ определяют интенсивность контактов с последующим инфи-
цированием и интенсивность выздоровления соответственно, а параметр θ – долю
смертности зараженных. Подразумевается, что перечисленные выше скалярные па-
раметры неотрицательны.

В миграционных потоках Q1 и Q2 учитывается диффузионное распространение и
направленная миграция. Диффузионное распространение определяется слагаемыми с
коэффициентами dj, а направленная миграция, вызванная некоторым стимулом P (x),
слагаемыми с коэффициентами aj . Знаки коэффициентов aj могут быть различны и
определяют разные виды реакции. В дальнейшем функцию P (x) будем понимать как
неравномерность распределения жизненных условий.

Рассматривается случай одномерного изолированного ареала Ω = [0, a], на грани-
це которого ставятся условия отсутствия потоков:

Q1(0, t) = Q1(a, t) = Q2(0, t) = Q2(a, t) = 0. (3)

Модель дополняется начальными распределениями плотностей:

S(x, 0) = S0(x), I(x, 0) = I0(x). (4)

Очевидно, что кроме нулевого равновесия, система (1) – (4) обладает стационар-
ным полуположительным решением с присутствием на ареале только группы S.

Лемма 1. Система (1) – (4) имеет равновесие:

S = c1e
a1/d1P , I = 0, c1 ≥ 0.

Доказательство. Стационарное решение должно удовлетворять условиям:

0 = −
∂Q1

∂x
− βSI + γI, (5)

0 = −
∂Q2

∂x
+ βSI − γI − θI. (6)

При I = 0 уравнение (6) выполняется автоматически, а для выполнения (5) необхо-
димо:

d1
∂S

∂x
− a1S

∂P

∂x
= 0. (7)

После подстановки S = c1e
c2P выражение (7) переписывается в виде:

d1c1c2e
c2P

∂P

∂x
− a1c1e

c2P
∂P

∂x
= 0. (8)

Данное выражение будет выполнено при c2 = a1/d1 и любом неотрицательном значе-
нии c1, что доказывает лемму.
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Таким образом коэффициент c1 определяет набор стационарных распределений
и в случае заданного значения

∫

Ω

Sdx = Φ может быть определен по формуле:

c1 =
Φ

∫

Ω

ea1/d1Pdx
. (9)

Пусть выполняются условия:

Ω = [0, 2],

∫

Ω

Sdx = 0, 6, d1 = 0, 01, a1 = 0, 03 (10)

и функция неравномерности жизненных условий дается формулой:

P (x) = ln(cos(πx/a) + 2). (11)

Тогда для выражения в знаменателе правой части (9) справедливо следующее:

∫

Ω

ea1/d1Pdx =

2
∫

0

e3 ln(cos(πx/2)+2)dx =

2
∫

0

(cos(πx/2) + 2)3dx = 22.

Таким образом система (1) – (4) при выполнении условий (10), (11) имеет стационар-
ное решение

S =
0, 6

22
e3P , I = 0. (12)
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3

Рис. 1. Стационарные распределения S:
численное (1 – сплошная линия) и анали-
тическое (2 – штрих); функция неравно-
мерности жизненных условий (3)
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Рис. 2. Начальные распределения воспри-
имчивых к инфекции (линия 1) и инфици-
рованных (2)

Рис. 1 демонстрирует распределения S, найденные аналитически и численно. В
качестве начальных данных в вычислительном эксперименте использовались S0 =
0, 3 и I0 = 0. Из рисунка видно, что результаты идентичны. На рис. 1 также при-
ведено распределение функции неравномерности жизненных условий P (x), заданное
формулой (11).

В случае I0 6= 0 получить решение аналитически затруднительно и требует чис-
ленных методов, которые рассмотрены в следующем разделе.
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Рис. 3. Пространственно-временная динамика при a1 = a2 = 0, 03
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Рис. 4. Выход на стационарный режим
средних плотностей восприимчивых к ин-
фекции (линия 1) и инфицированных (2)
при a1 = a2 = 0, 03
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Рис. 5. Влияние параметра направленной
миграции a1 на среднюю плотность вос-
приимчивых к инфекции при I = 0: a2 =
0, 1 (линия 1), a2 = −0, 12 (2), a2 = 0 (3)

2. Численное исследование модели

Для численного решения задачи (1) – (4) применялся метод прямых с дискре-
тизацией на основе смещенных сеток. По пространственной переменной x вводится
равномерная сетка xr = rh, r = 0, . . . , n, h = a/n. Далее через Sr и Ir обозначаются
плотности в узле xr. Для вычисления потоков Q1 и Q2 в (1) – (2) вводится вспомога-
тельная сетка xr−1/2 = −h/2 + rh, r = 0, . . . , n+ 1.

Далее применяются дифференциальный оператор первого порядка и оператор
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Рис. 6. Установление стационарных распределений плотностей при a2 = 0, 1: a1 =
−0, 05 (a,b), a1 = −0, 03 (c,d)
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Рис. 7. Влияние параметра направленной миграции a2 на среднюю плотность вос-
приимчивых к инфекции при I = 0: a1 = −0, 02 (линия 1), a2 = 0, 06 (2), a2 = 0, 1 (3)

вычисления среднего:

(σw)r+ 1

2

=
wr+1 − wr

h
, (δw)r+ 1

2

=
wr+1 + wr

2
.

Таким образом система (1) – (2) может быть записана как система обыкновенных
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Рис. 8. Установление стационарных распределений популяций при a1 = −0, 02: a2 =
−0, 1 (a,b), a2 = 0, 02 (c,d)

дифференциальных уравнений

∂Sr

∂t
= [−σQ1 − βSI + γI]r , (13)

∂Ir
∂t

= [−σQ2 + βSI − γI − θI]r . (14)

Потоки Q1,r+1/2, Q2,r+1/2 (r = 0, . . . , n− 1) вычисляются по формулам:

(Q1)r+1/2 = − [d1σS − a2σPδS]r+1/2 ,

(Q2)r+1/2 = − [d2σI − a1σPδI]r+1/2 .

Дискретные варианты граничных условий формулируются с использованием фик-
тивных узлов:

Qi,−1/2 = −Qi,1/2, Qi,n+1/2 = −Qi,n−1/2, i = 1, 2. (15)

Из (4) получаются начальные условия для (13) – (15):

Sr = S0(xr), Ir = I0(xr), r = 0, . . . , n.

Компьютерные эксперименты с полученной системой ОДУ проводились в систе-
ме MATLAB. Для интегрирования по времени применялся метод Рунге – Кутты 4-го
порядка. Далее представлены результаты расчетов на ареале Ω = [0, 2]. Вычисления
проводились для различных значений параметров миграции aj . Остальные парамет-
ры были фиксированы:

d1 = 0, 01, d2 = 0, 01, β = 0, 6, γ = 0, 1, θ = 0, 01. (16)

Вестник ЮУрГУ. Серия ≪Математическое моделирование
и программирование≫ (Вестник ЮУрГУ ММП). 2024. Т. 17, № 3. С. 18–28

23



А.В. Будянский

Начальное распределение группы I (инфицированных) было локализовано и за-
давалось формулой:

I0(x) =

{

0, 2 sin 5πx
a
, x ∈ lv = [0, 22, 0, 61],

0, x ∈ Ω \ lv.
(17)

Начальное распределение группы восприимчивых к инфекции находилось из S0 =
S − I0, где S соответствует (12), см. рис. 2. В качестве стимула, определяющего
направленную миграцию, рассматривалась функция (11).

Рис. 3 демонстрирует пространственно-временную эволюцию плотностей воспри-
имчивых к инфекции и инфицированных. Видно, что распределение группы I из ло-
кализованной зоны постепенно переходит на весь ареал, что приводит к заражению
и снижению плотности группы S. Так как вычислительный эксперимент проводился
для положительных значений a1 = a2 = 0, 03, то распределения имеют максималь-
ные значения в левой части ареала – наиболее благоприятной зоне, см. линия 3 на
рис 1. Расчетам соответствовал временной отрезок t ∈ [0, 22]. На рис. 4 даны графики
зависимости от времени средних по ареалу плотностей обеих групп населения – S и
I. Видно, что на пике эпидемии (max(I)) средняя плотность инфицированных пре-
вышает среднюю плотность восприимчивых к инфекции, а выход на стационарный
режим происходит достаточно медленно. При этом наблюдается снижение средней
плотности с S ≈ 0, 275 до S ≈ 0, 086. Полученное стационарное состояние при I = 0
соответствует окончанию эпидемии. Изучению влияния направленной миграции на
убыль населения в результате массового заболевания посвящены следующие расче-
ты.

На рис. 5 даны результаты вычислительных экспериментов, выявляющих зави-
симость средней плотности группы восприимчивых к инфекции в момент окончания
эпидемии от миграционного параметра a1. Видно, что существует оптимальное зна-
чение a1 = aopt, соответствующее максимуму S. При этом, в случае ненулевого a2,
выполняется неравенство aopta2 < 0. Если реакция группы I на неравномерность
жизненных условий нейтральна, то максимум S достигается при a1 = 0 – общей
точке графиков.

Рис. 6 демонстрирует установление распределений S и I для двух наборов ми-
грационных параметров, отвечающих точкам A и B на рис. 5. В силу отрицательно-
сти значений a1 происходит смещение распределений S в правую (неблагоприятную)
часть ареала. Сравнение динамики плотностей, представленной на рис. 6ab и рис. 6cd,
показывает, что меньшему значению a1 соответствует большая концентрация в небла-
гоприятной зоне. Это приводит к большему росту плотности инфицированных, что
оказывает влияние на финальное значение S.

Далее изучалось влияние миграции группы I на формирование стационарных рас-
пределений. Из рис. 7 видно, что зависимости S от a2 монотонны. При этом в случае
отрицательных (положительных) значений a1 большему значению a2 соответствует
большее (меньшее) значение S. Стоит отметить, что для значений a2, близких к гра-
ницам рассматриваемой области a2 ∈ [−0, 15, 0, 05], влияние направленной миграции
менее вариативно.

Рис. 8 демонстрирует пространственно-временную динамику S и I когда мигра-
ционные параметры соответствуют точкам C и D на рис. 7. При отрицательных a1,
a2 наблюдается смещение обеих групп в менее благоприятную зону, что приводит к
большему взаимодействию и росту числа инфицированных, см. рис. 8a b. В случае,
когда a1<0, a2 > 0 происходит размежевание групп, что положительно сказывается
на финальном распределении S, см. рис. 8c d.

На рис. 9 приведен график S на плоскости миграционных параметров (a1, a2).
Видно, что существуют два максимума, отвечающих наиболее благоприятному окон-
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чанию эпидемии. При этом наименьшим значениям S отвечают наборы a1 = a2 =
−0, 1 и a1 = a2 = 0, 1. В этих случаях происходит максимальное для рассматривае-
мой области миграционных параметров стремление обеих групп населения в общие
зоны ареала и, как следствие, увеличение доли заразившихся.

0

0.1

0

0.2

-0.1-0.1

a1

a2

S

Рис. 9. Зависимость средней плотности восприимчивых к инфекции при I = 0 от
миграционных параметров a1, a2

Заключение

Рассмотрена SIS-модель, описывающая взаимодействие двух групп населения
– восприимчивых к инфекции и инфицированных. Моделирование проводилось с
учетом пространственной неоднородности, когда миграционные потоки обусловле-
ны диффузией и направленной миграцией, вызванной некоторым стимулом. Уста-
новлено существование стационарного аналитического решения, соответствующего
отсутствию на ареале инфицированных индивидуумов (до начала или после эпи-
демии). Численно исследовалось влияние направленной миграции на эпидемиологи-
ческие сценарии. Выявлена взаимосвязь миграционных характеристик обеих групп
населения. Установлено, что направленная миграция может существенно влиять на
долю летальных исходов за время эпидемии. Связь убыли населения с миграцией ин-
фицированных носит монотонный характер, а для миграционного параметра группы
восприимчивых к инфекции существует оптимальное значение.

Работа проводилась при финансовой поддержке Российского научного фонда
(проект 23-21-00221).
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IMPACT OF DIRECTED MIGRATION ON THE INCIDENCE
OF THE POPULATION IN THE SIS MODEL
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a_v_bydyansky@mail.ru

Mathematical model of the spread of an infectious disease, written in the form of a
system of nonlinear equations of parabolic type, is considered. The spatial and temporal
evolution of the densities of two population groups is studied: susceptible to infection and
infected. Mutual transition from one group to another is allowed. The dynamics of densities
are determined by migration flows and local interaction. Migration flows are caused by
the diffusion of the population across the area and directed migration caused by some
stimulus. The modeling is carried out taking into account the mortality of infected people.
Computational experiments determined the role of migration factors in epidemiological
scenarios.

Keywords: mathematical modelling; epidemic; compartmental model; nonlinear PDEs;

taxis.
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