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В данной статье описан комплекс математических моделей, позволяющих строить
среднесрочные прогнозы процессов биологической кинетики, протекающих в присут-
ствии кислорода в водной среде. В модели гидродинамики использован регуляризатор
по Б.Н. Четверушкину, позволяющий получить волновое уравнение для расчета давле-
ния. Исследована устойчивость и погрешность аппроксимации разностной схемы для
уравнения расчета давления. Применение данного метода позволило сократить вычис-
лительную трудоемкость задачи расчета давления. Построен программный комплекс,
в основе которого лежат скомплексированные модели гидродинамики и гидробиоло-
гии, с использованием технологии параллельного программирования MPI. Получены
распределения концентраций основных биогенных веществ и популяций фитопланк-
тона в зависимости от метеорологических условий. Применяемые в исследовании па-
раллельные алгоритмы позволяют строить среднесрочные прогнозы биогеохимических
процессов в прибрежных системах раз в режиме ускоренного времени.
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Введение

Азовское море, являясь прибрежной системой, обладает значительной стратифи-
кацией плотности водной толщи вследствие особых гало- и терморежимов. По при-
чине этого в летний период водоем характеризуется особым кислородным режимом:
при определенных погодных условиях, таких как штиль и жаркая погода, могут воз-
никнуть зоны с пониженным содержанием кислорода, что влечет за собой кислород-
ное голодание и гибель ихтиофауны. Также со стоками рек в Азовское море поступает
большое количество биогенных веществ, что может вызывать эвтрофикацию эстуар-
ной зоны.

Разработкой математических моделей биологической кинетики занимаются мно-
гие российские и зарубежные ученые. В работе [1] приведена одномерная матема-
тическая модель баланса кислорода в Черном море и выявлены различные зави-
симости потребления частиц газа в растворенном состоянии на разных глубинах.
В работе [2] приводится обзор различных методов математического моделирования
пространственно-временной динамики различных процессов, происходящих в водно
среде.

В данной работе приведена четырехмерная математическая модель биологиче-
ской кинетики и динамики популяций фитопланктона, предназначенная для иссле-
дования режимов протекания химико-биологических процессов, возникающих при
различных погодных условиях. Описанная модель биологической кинетики скомплек-
сирована с моделью гидродинамики, что позволяет не только моделировать химико-
биологические превращения, как это описано во многих аналогичных работах [3], но и
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рассматривать перемещение субстанций в результате действия процессов конвекции-
диффузии. Азовское море характеризуется сложной береговой линией, поэтому тече-
ния могут образовывать вихри различных масштабов, которые способны удерживать
и накапливать биогенные и загрязняющие вещества, а также биомассу [4]. Исполь-
зованный в рамках данного исследования комплексный подход актуален, так как
позволяет учитывать многие важные процессы, протекающие в прибрежных систе-
мах.

При построении математической модели гидродинамики, описывающей движения
водной среды в мелководном водоеме, примером которого является Азовское море,
учтен относительно малый временной множитель-гиперболизатор. Подобная модифи-
кация уравнения неразрывности была предложна Б.Н. Четверушкиным [5]. Данный
подход позволяет существенно сократить вычислительную трудоемкость численного
решения задачи за счет изменения вида уравнения для расчета давления.

Использование традиционных вычислительных систем с одним или нескольки-
ми процессорными ядрами при решении задач моделирования гидродинамических
процессов на сетках, содержащих 106 до 108 вычислительных узлов, приводит к зна-
чительным затратам машинного времени, достигающим сотен или даже тысяч ми-
нут. Для эффективного расчета подобных задач необходимо учитывать не только
объем численных операций, но и многократный обмен данными между узлами вы-
числительной системы. Обеспечение оперативного прогноза возможно посредством
создания высокопроизводительных параллельных алгоритмов и специализированных
программ, предназначенных для многопроцессорных вычислительных систем.

Разработка и внедрение таких параллельных алгоритмов, а также соответству-
ющего программного обеспечения для решения гидродинамических задач на много-
процессорных платформах, в настоящее время представляют собой одно из ключе-
вых направлений научных исследований. Эффективность вычислительного процесса
существенно возрастает за счёт оптимизации процедур обмена данными между про-
цессами, а также благодаря применению распределённых и гибридных методов па-
раллелизации (MPI – Message Passing Interface) [6]. Внедрение современных подходов
к выполнению численных расчетов способствует не только существенному ускорению
вычислений, но и повышению точности конечных результатов, что особенно важно
при анализе сложных гидродинамических явлений.

1. Постановка задачи

Для моделирования биогеохимических процессов в прибрежных системах необ-
ходим комплексный подход, основанный на использовании математических моделей
гидродинамики и биологической кинетики. Результатом решения задачи гидродина-
мики является вектор движения водной среды, который включается в набор входных
данных для модели динамики фитопланктонных популяций и биогеохимических цик-
лов.

Расчет трехмерного поля движения водной среды в мелководном водоеме прово-
дится на основе математической модели, включающей в себя:
– уравнение движения (Навье – Стокса):
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– уравнение неразрывности с учетом множителя-гиперболизатора в случае перемен-
ной плотности:

ρ′t + τ ∗ρ′′tt + (ρu)′x + (ρv)′y + (ρw)′z = 0, (4)

где V = {u, v, w} – компоненты вектора скорости; P – полное гидродинамическое
давление; ρ – плотность водной среды; µ, ν – горизонтальная и вертикальная со-
ставляющие коэффициента турбулентного обмена; Ω = Ω · (cos θ · j+ sin θ · k) – угло-
вая скорость вращения Земли; θ – широта места; g – ускорение свободного падения;
τ ∗ ∼ h/c – параметр регуляризации, где h – шаг расчетной сетки, c – скорость звука.

В процессе моделирования вместо полного гидродинамического давления P будем
использовать сумму давления столба жидкости, которая зависит только от глубины,
и гидродинамической части:

P (x, y, z, t) = p (x, y, z, t) + ρ0gz,

где p – превышение давления над гидростатическим приближением, рассчитанным
в случае невозмущенной жидкости; ρ0 – плотность пресной воды при нормальных
условиях.

Система уравнений (1) – (4) рассматривается при следующих краевых условиях:
– устье рек Дон и Кубань, озеро Сиваш: V = V0, P

′
n
= 0;

– берега и дно Азовского моря: ρµ (Vτ )
′
n
= −τ , Vn = 0, P ′

n
= 0;

– поверхность Азовского моря: ρµ (Vτ )
′
n
= −τ , w = −ω − P ′

t/ρg, P
′
n
= 0;

– выход в Черное море: P ′
n
= 0, V ′

n
= 0,

где ω – интенсивность испарения жидкости; Vn, Vτ – нормальная и тангенциальная
составляющие вектора скорости; τ = {τx, τy, τz} – вектор тангенциального напряже-
ния [7].

Математическая модель биологической кинетики и динамики популяций фито-
планктона основана на работах [1, 8, 9] и строится на системе уравнений конвекции-
диффузии-реакции, записанных в симметричной форме, с нелинейными коэффици-
ентами и функциями источников Rqi :

(qi)
′
t +

1

2
(∇ · (Vqi) + (V · ∇) qi) = div (k · ∇qi) +Rqi, (5)

где qi – концентрация i-й субстанции, i = 1, 8; V – вектор скорости водного потока;
k = (µ, µ, ν) – коэффициент турбулентного обмена; Rqi – функция-источник биоген-
ных веществ; ∇ – градиент.

Система (5) описывает пространственно-временную динамику популяций основ-
ных видов фитопланктона (q1), потребление ими основных питательных веществ:
фосфатов (q2), нитратов (q5), нитритов (q6), аммиака (q7). Кислород (q8) присут-
ствует в воде в растворенной форме (гидратированные молекулы O2), расходуется
на окислительные реакции: фосфатофикацию растворенного органического фосфо-
ра (q3) и взвешенного органического фосфора (q4), а также нитрификацию аммиака
до нитритов и нитритов до нитратов.

Здесь KFR – удельная скорость дыхания фитопланктона; KFD – удельная ско-
рость отмирания фитопланктона; KFE – удельная скорость экскреции фитопланкто-
на; KPD – удельная скорость автолиза РОР; KPN – коэффициент фосфатофикации
РОР; KDN – коэффициент фосфатофикации DОР; K42 – удельная скорость окисле-
ния аммония до нитритов в процессе нитрификации в присутствии кислорода; K23 –
удельная скорость окисления нитритов до нитратов в процессе нитрификации в при-
сутствии кислорода; sP , sN , sO – нормировочные коэффициенты в соответствии со
стехиометрическим соотношением.
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Скорость роста фитопланктона определяется выражениями:

CF = KNFfI(I)fT (T )fS(S)min{fP (qPO4), fN(qNO3 , qNO2, qNH4), }

где KNF – максимальная удельная скорость роста фитопланктона.

Таблица

Функции правых частей для системы уравнений (5)
Индекс субстации (i) Нелинейная функция-источник Rqi

1 CF (1−KFR) q1 −KFDq1 −KFEq1
2 spCF (KFR − 1) q1 +KDNq3 +KPNq4
3 spKFEq1 −KDNq3 +KPDq4
4 spKFDq1 −KPDq4 −KPNq4

5 sNCF (KFR − 1)
f
(1)
N

(q5,q6,q7)

fN (q5,q6,q7)
q5

q5+q6
q1 +K23q6

6 sNCF (KFR − 1)
f
(1)
N

(q5,q6,q7)

fN (q5,q6,q7)
q6

q5+q6
q1 −K23q6 +K42q7

7 sNCF (KFR − 1)
f
(2)
N

(q7)

fN (q5,q6,q7)
q1 − sN (KFD +KFE) q1 −K42q7

8 sOR2 + c′O2
K42q7 − c′′O2

K23q6

Зависимости от температуры и солености:

fT (T ) = exp

(
−α

(
T − Topt

Topt

)2
)
, fS(S) = exp

(
−β

(
S − Sopt

Sopt

)2
)
,

где Topt, Sopt – температура и соленость, оптимальные для данного вида фитопланкто-
на; α > 0, β > 0 – коэффициенты ширины интервала толерантности фитопланктона
к температуре и солености соответственно.

Зависимость скорости роста фитопланктона от освещенности:

fI(I) =
I

Iopt
exp

(
1− I

Iopt

)
,

где I(h) = I0exp (−θh), I0 – суммарная солнечная радиация на водной поверхности,
θ = k0 + kP qF – коэффициент затухания в результате самозатенения при концентра-
ции фитопланктона равной qF , h – глубина водоема; Iopt – оптимальная освещенность.
Для пресной воды θ = 0, 046 + 0, 04qF [10]. Функциональные ависимости содержания

биогенов fP , fN , f
(1)
N , f

(2)
N определяются в форме Михаэлиса – Ментен, применен

закон ограничивающего фактора Либиха [9]. Будем предполагать, что коэффициен-
ты, входящие в выражения для функций источников, положительны и не зависят от
времени t.

Для системы (1) ставится начально-краевая задача в цилиндрической области G.
Будем считать, что граница Σ цилиндрической области G является кусочно-гладкой
поверхностью и Σ = ΣH ∪ ΣO ∪ σ, где ΣH – поверхность дна водоема, ΣO – невозму-
щенная поверхность водной среды, σ – боковая (цилиндрическая) поверхность. Пусть
un – нормальная по отношению к Σ составляющая вектора скорости водного потока,
n – вектор внешней нормали к Σ. Для концентраций qi будем предполагать:

– на σ:

qi = 0, если un < 0;
∂qi
∂n

= 0, если un ≥ 0; (6)
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– на ΣO:
∂qi
∂z

= 0, i = 1, 7;
∂q8
∂z

= ϕ (q8) ; (7)

– на ΣH :
∂qi
∂z

= εiqi, i = 1, 8, (8)

где εi – неотрицательные постоянные, учитывающие опускание планктона на дно и
его затопление, поглощение питательных веществ донными отложениями. Поступле-
ние кислорода на поверхности водоема в результате абсорбции (растворения в воде)

задается функцией вида ϕ (q8) = α (Sc/660)−0,5 (β − q8), где β – коэффициент насы-
щения кислородом (равен 31 мл/л для кислорода при 20 өС) [11]; Sc – число Шмидта
(равно отношению кинематической вязкости воды к коэффициенту диффузии газа в
воде, для кислорода Sc = 500); α – эталонная скорость газообмена [12], задается как
функция скорости ветра выражением α(u) = 0, 365u2 + 0, 46u.

Входными данными для системы уравнений (5) являются вектор скоростей вод-
ного потока V, рассчитанный на основе модели (1) – (4), значения солености S и
температуры T , а также начальные значения функций qi:

qi(x, y, z, 0) = q0i(x, y, z), (x, y, z) ∈ G, t = 0, i ∈ M,

V(x, y, z, 0) = V0(x, y, z), T (x, y, z, 0) = T0(x, y, z), S(x, y, z, 0) = S0(x, y, z). (9)

2. Схемы расщепления по физическим процессам
для уравнений гидродинамики

При построении разностных схем для задачи гидродинамики (1) – (4) используем
метод расщепления по физическим процессам, что приводит к решению трех взаи-
мосвязанных подзадач [13, 14]. В результате решения первой подзадачи диффузии-
конвекции получаем поле вектора скорости водного потока на промежуточном вре-
менном слое без учета давления:
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y + wū′

z = (µū′
x)

′
x +

(
µū′
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, (12)

где u, v, w – значения компонент вектора скорости на предыдущем временном слое,
ũ, ṽ, w̃ – значения компонент вектора скорости на промежуточном временном слое,
ū = σũ+ (1− σ) u, где σ ∈ [0, 1] – вес схемы.

Отметим, что многочисленные вычислительные эксперименты показали малое
влияние последнего слагаемого в уравнении (12) при моделировании движения вод-
ной среды в прибрежной системе.

Далее рассчитывается поле давления – самая вычислительно трудоемкая из трех
подзадач. Отметим, что при использовании параметра-регуляризатора τ ∗ в уравнении
неразрывности расчет давления производится на основе волнового уравнения, а не
уравнения Пуассона:

− p̂− 2p+ p̆

(cτ)2
+ p̂′′xx + p̂′′yy + p̂′′zz =

ρ̂− ρ

τ 2
+

(ρ̂ũ)′x
τ

+
(ρ̂ṽ)′y
τ

+
(ρ̂w̃)′z
τ

. (13)
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На последнем этапе рассчитывается поле вектора скорости водного потока на
текущем временном слое:

û− ũ

τ
= −1

ρ̂
p̂′x,

v̂ − ṽ

τ
= −1

ρ̂
p̂′y,

ŵ − w̃

τ
= −1

ρ̂
p̂′z, (14)

где û, v̂, ŵ – значения компонент вектора скорости на текущем временном слое.

3. Исследование разностной схемы для уравнения расчета
давления

Проведем исследования устойчивости и оценим погрешность аппроксимации наи-
более вычислительно трудоемкого этапа моделирования гидродинамики мелководно-
го водоема, то есть рассмотрим уравнение (13). Однородный аналог волнового урав-
нения (13) может быть записан в виде:

τ ∗

c2
P ′′
tt = ∆P (15)

с начальными условиями P |t=0 = P0, P
′
t |t=0 = P1.

Проведем аппроксимацию задачи на равномерной расчетной сетке методом Роте.
Полученную систему обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка
с учетом разложения P по ортонормированному базису, составленному из собствен-
ных векторов самосопряженного, положительно определенного оператора Λ, такого
что P ′′

tt = −ΛP можно записать в виде:

α′′
i = −λiαi, αi|t=0 = γ0

i , (αi)
′
t

∣∣
t=0

= γ1
i , (16)

где λi – собственное число оператора Λ.
Решение системы независимых дифференциальных уравнений (16) дает решение

однородного уравнения (15). Аппроксимация волнового уравнения (13) может быть
записана в виде [15]:

αn+1
i − 2αn

i + αn−1
i

τ 2
= −λiα

n+1
i , n ≥ 1; (17)

α1
i − γ0

i

τ 2
− γ1

i

τ
= −λiα

1
i

2
, n = 0. (18)

Решение (17) может быть записано в виде:

αn
i =

(
1√
1 + k

)n
(
γ0
i cos(nϕ) +

(
γ0
i

√
k

2 + k
+ 2

γ1
i√
λi

1 + k

2 + k

)
sin(nϕ)

)
, (19)

где ϕ = arccos
(
1/
√
1 + k

)
, k = λiτ

2. Из (19) следует устойчивость схемы (17).
Оценим погрешность аппроксимации уравнения для расчета давления (16). Пусть

αn
i – численное решение, найденное на основе (17), αi (t

n) – аналитическое реше-
ние (16), тогда имеет место равенство:

αn
i = αi(tn) + Ψn, (20)

где Ψn – погрешность аппроксимации на n-м шаге уравнения (16) на основе схе-
мы (17).
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Из (17) следует, что αn+1
i =

(
2αn

i − αn−1
i

)
/ (1 + k). Тогда с учётом (20) получаем:

Ψn+1 =
2Ψn −Ψn−1

1 + k
+ βn

i , β
n
i = −αi

(
tn+1

)
+

2αi (t
n)− αi (t

n−1)

1 + k
. (21)

Согласно [15] аналитическое решение волновой задачи (16) может быть представлено
в виде:

αi(t) = γ0
i cos

(√
λit
)
+

γ1
i√
λi

sin
(√

λit
)
. (22)

Так как tn+1 = tn + τ , tn−1 = tn − τ , то с учетом (22) выражение для βn
i можно

переписать в виде:

βn
i = cos(

√
λit

n)
(

2−(2+k) cos(
√
λiτ)

1+k
γ0
i − k

1+k
sin(

√
λiτ)

γ1
i√
λi

)
+

+ sin(
√
λit

n)
(

2−(2+k) cos(
√
λiτ)

1+k

γ1
i√
λi

+ k
1+k

sin(
√
λiτ)γ

0
i

)
.

(23)

Выражение для расчета погрешности может быть записано в виде:

Ψn+1
i = Cm+1Ψn−m

i − CmΨn−m−1
i +

m∑

r=0

Crβn−r
i , m = 0, n− 1,

или

Ψn+1
i = CnΨ1

i +
n−1∑

r=0

Crβn−r
i , (24)

где коэффициенты Cn = (1 + k)−n/2
(
cos(nϕi) + sin(nϕi)/

√
k
)
, cos(ϕi) = 1/

√
1 + k

найдены из решения задачи: Cm+1 = (2Cm − Cm−1) / (1 + k), C0 = 1, C1 = 2/ (1 + k).
Из (24) следует, что точность решения задачи зависит от погрешности аппрок-

симации начальных условий и погрешности, накопленной при переходах между вре-
менными слоями, на основе разностной схемы (17).

Оценим выражение (24). Для имеет место неравенство:

Cn =

(
1√
1 + k

)n(
cos(nϕi) +

1√
k
sin(nϕi)

)
≤
√

(1 + k)1−n

k
. (25)

Оценка значения аппроксимации начальных условий Ψ1
i запишется:

Ψ1
i = α1

i − αi(τ) = γ0
i

(
5k2

24
+O

(
k3
))

− γ1
i√
λi

(
k
√
k

3
+O

(
k5/2

)
)
. (26)

Оценим сумму
n−1∑
r=0

Cr:

n−1∑

r=0

Cr ≤
√
1 + k√
k

n−1∑

r=0

(
1√
1 + k

)r

≤
√
1 + k√
k

√
1 + k√

1 + k − 1
= 2k−3/2 (1 +O(k)) . (27)

Для оценки βn
i введем замену r = k sin

(√
k
)
/ (1 + k), p =

(
2− (2 + k) cos

√
k
)
/ (1 + k), тогда имеет место равенство:

|βn
i |2 =

(
p2 + r2

)
(
(
γ0
i

)2
+

(
γ1
i√
λi

)2
)
. (28)
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Выражение p2 + r2 может быть преобразовано следующим образом:

p2 + r2 =
4
(
1− (1 + k) cos(

√
k)
)(

1− cos(
√
k)
)
+ k2

(1 + k)2
= k3 +O

(
k4
)
. (29)

Оценка погрешности Ψn+1
i с учетом (24) – (29) имеет вид:

Ψn+1
i ≤

√
(1 + k)1−n

(
5γ0

i

24
k3/2 − γ1

i√
λi

(
k
3
+O(k2)

))
+

+2

(
(γ0

i )
2
+
(

γ1
i√
λi

)2)
k3/2 +O(k5/2).

(30)

4. Метод и программная реализация

Рассмотрим организацию вычислений в области G с использованием связной сет-
ки ωh, которая представляет собой декартово произведение двух одномерных сеток
по координатным направлениям Ox и Oy. Определим шаги вдоль координатных на-
правлений hx, hy, количество шагов Nx, Ny и размеры расчетной области Lx, Ly.
Внутренние узлы сеток ωh, ωx, ωy обозначим как ωh, ωx, ωy, и выполним декомпози-
цию двумерной расчетной области по двум пространственным переменным x и y:

ωh = ωx × ωy, ωx = {xi : xi = ihx; i = 0, 1, . . . , Nx; Nxhx ≡ Lx} ,
ωy = {yj : yj = jhy; j = 0, 1, . . . , Ny; Nyhy ≡ Ly} .

Область разбивается на p частей и каждая подобласть σl имеет номер l, 0 ≤ l ≤
p− 1. Для каждой σl рассчитывается начальный индекс j = N l

1 и ширина фрагмента
вдоль оси Oy N l

2:

N l
1 =

⌊
l (Ny − 2)

p

⌋
, N l

2 =

⌊
(l + 1) (Ny − 2)

p

⌋
−N l

1 + 2,

где ⌊x⌋ – функция ≪пол≫ определяется как наибольшее целое, меньшее или равное x,
⌈x⌉ – функция ≪потолок≫ определяется как наименьшее целое, большее или равное
x.

Внутренние узлы сетки содержат значения сеточных концентраций qi,j , которые
зависят от индексов и ширины фрагментов – при i ∈ 1, Nx − 2, j ∈ 1, Ny − 2. Область
разбивается на фрагменты так, чтобы смежные фрагменты σl и σl+1 пересекались в
двух узлах вдоль направления перпендикулярного линиям разбиения и имели место
равенства ul

i,N l

2−2
= ul+1

i,0 , ul
i,N l

2−1
= ul+1

i,1 , где u – искомое значение функции.

Для оценки работы вычислительных систем вводятся параметры, такие как время
выполнения арифметических операций ta и время передачи данных tlat. Временные
затраты на один шаг рассчитываются на основе одномерной схемы, а для параллель-
ного алгоритма учитываются дополнительные параметры, такие как латентность и
объем передаваемых данных. Временные затраты на один шаг по времени на осно-
ве одномерной схемы (17) в случае последовательного варианта алгоритма составят:
t = 21ta (Nx − 2) (Ny − 2).

В случае использования параллельного алгоритма для схемы (17) время расчета
составит:

t = 21ta (Nx − 2)max
l

(
N l

2 − 2
)
+ 2 (tlat (p,Nx − 2) + (Nx − 2) tx) ,
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⌊
Ny − 2

p

⌋
≤ max

l

(
N l

2 − 2
)
≤
⌈
Ny − 2

p

⌉
, max

l
N l

2 ≈
Ny − 2

p
.

Ускорение параллельного алгоритма равно:

Sp =
21pta (Nx − 2) (Ny − 2)

21ta (Nx − 2) (Ny − 2) + 2p
(
tlat
(
p,
⌈
Nx−2

k

⌉)
k + (Nx − 2) tx

) .

Ускорение параллельного алгоритма определяется через соотношение временных
затрат. Результаты работы параллельного алгоритма представлены в виде графиков
(рис. 1), показывающих ускорение в зависимости от числа процессоров и декомпози-
ции расчетной области. Максимальное ускорение составило 30 раз при использовании
24 вычислительных узлов, размер расчетной сетки составил 1000 × 1000 × 60 узлов.
Вычисления производились на кластере К-60 на базе ИПМ им. М. В. Келдыша РАН.

Рис. 1. Ускорение параллельного алгоритма с различным количеством процессоров

5. Вычислительный эксперимент

Проведен вычислительный эксперимент на основе комплекса предложенных мо-
делей с использованием разработанных параллельных алгоритмов. На рис. 2 изобра-
жен вектор скоростей водного потока V = {u, v, w}, который подается на вход для
модели биологической кинетики вместе с распределениями солености и температуры,
полученными в результате обработки картографической информации и спутниковых
данных [16].

На рис. 3 приведены изображения концентраций моделируемых веществ в летний
период в Азовском море. Интервал моделирования – 30 суток, начальные распреде-
ления – равномерные. В качестве основного вида фитопланктона рассматриваются
синезеленые водоросли (Aphanizomenon flos-aquae).

При проведении вычислительного эксперимента учитывалась зависимость скоро-
сти роста фитопланктонных популяций от температуры, солености, освещенности,
наличия питательных веществ. Уровень кислорода при скорости ветра 5 м/c пред-
полагался достаточным для протекания химических реакций. Кислородный баланс
моря зависит от поступления газа с поверхности водной среды и расхода на окисли-
тельные реакции.
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Рис. 2. Картина течений в Азовском море при восточном ветре 5 м/c

а) фитопланктон б) фосфаты

в) взвешенный органический фосфор г) нитраты

д) нитриты е) аммоний

Рис. 3. Распределения концентраций

Заключение

В данном исследовании разработана математическая модель биологической ки-
нетики и динамики основных видов фитопланктонных популяций. Среди значимых
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факторов, которые были учтены при построении модели, можно выделить влияние
освещенности и эффекта самозатенения, температуры и солености, достаточности
питательных веществ на скорость роста фитопланктонных популяций. Приведенная
модель включает моделирование процесса потребления кислорода на окислительные
реакции в аэробных условиях, при этом основным источником считается поступление
с поверхности водоема в процессе перемешивания вод.

Рассмотренная модель биогеохимических циклов рассматривается в комплексе с
математической моделью гидродинамики, позволяющей получать входные данные
о конвективном переносе. Модель гидродинамики мелководного водоема простроена
с использованием относительно малого временного множителя-гиперболизатора (ре-
гуляризация по Б.Н. Четверушкину). Для построения дискретного аналога модели
использован метод расщепления по физическим процессам. Показана устойчивость
численного решения однородного аналога уравнения для расчета давления, а также
зависимость погрешности аппроксимации задачи от входных данных и вычислитель-
ной погрешности, накапливаемой при переходе между временными слоями в процессе
численного решения задачи. Известно, что на скорость сходимости итерационного ме-
тода влияет диагональное преобладание дискретного аналога оператора задачи. Ис-
пользуемый в данном исследовании регуляризатор по Б.Н. Четверушкину позволяет
получить волновое уравнение для расчета давления, дискретный аналог которого
обладает свойством диагонального преобладания, в отличие от используемого ранее
уравнения Пуассона.

Приведены результаты численных экспериментов. Экспериментальные исследо-
вания построенных параллельных алгоритмов, реализованных в виде комплекса про-
грамм, подтвердили приемлемые значения ускорения и эффективности (более 70 %)
для относительно умеренного числа вычислителей – до 24. Достигнутый уровень
эффективности позволяет говорить о возможности использования этого комплекса
программ в ускоренном времени, что особенно актуально для оперативного прогно-
зирования биогеохимических процессов в прибрежных морских системах.

Исследования выполнены при финансовой поддержке Российского научного фонда
в рамках научного проекта 22–71–10102, https://www.rscf.ru/project/22-71-10102/.
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MATHEMATICAL MODELS AND METHODS OF FORECASTING
BIOLOGICAL KINETICS PROCESSES CONSIDERING
THE OXYGEN REGIME

A.I. Sukhinov1, Yu.V. Belova1, I.Yu. Kuznetsova1,2, A.M. Atayan1,
A.E. Chistyakov1
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This article describes a set of mathematical models that allow building medium-term
forecasts of biological kinetics processes occurring in the presence of oxygen in an aquatic
environment. The hydrodynamic model uses a regularizer according to B.N. Chetverushkin,
which allows obtaining a wave equation for calculating pressure. The stability and
approximation error of the difference scheme for the pressure calculation equation are
studied. The use of this method made it possible to reduce the computational complexity
of the pressure calculation problem. A software package based on integrated models of
hydrodynamics and hydrobiology is built using MPI parallel programming technology.
Distributions of concentrations of the main biogenic substances and phytoplankton
populations are obtained depending on meteorological conditions. The parallel algorithms
used in the study allow building medium-term forecasts of biogeochemical processes in
coastal systems once in the accelerated time mode.

Keywords: model of biological kinetics; regularizer according to B.N. Chetverushkin;
oxygen regime; parallel algorithms; Message Passing Interface.
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