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В работе изучается математическая модель массового инфекционного заболевания, за-
писываемая в виде системы нелинейных уравнений реакции-диффузии-адвекции. Рассматри-
вается пространственно-временное взаимодействие двух групп населения: восприимчивых к
инфекции и инфицированных. Учитывается локальное взаимодействие, определяющее взаим-
ный переход из одной группы в другую, и миграционные потоки, обусловленные диффузией
и направленной миграцией. Моделирование проводится без учета рождаемости и смертно-
сти населения. Для пространственной аппроксимации задачи применялся метод конечных
разностей на основе смещенных сеток. Компьютерные эксперименты проводились в системе
matlab. В ходе исследования установлено существование аналитического решения, отвеча-
ющего стационарному распределению обеих групп населения. С помощью вычислительных
экспериментов установлены параметрические зависимости, влияющие на формирование эпи-
демиологических структур и соотношение долей инфицированного и здорового населения.
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Введение

Инфекционные заболевания сопровождали человечество на протяжении всей истории.
Однако возросшая международная коммуникация и перенаселенность мегаполисов сдела-
ли проблему массовых заражений одним из наиболее серьезных вызовов современности [1].
Помимо прямых медицинских последствий эпидемии способны нести экономические, соци-
альные и даже политические проблемы. Данный факт делает актуальным развитие ма-
тематических моделей, позволяющих исследовать динамику распространения инфекции в
биологических сообществах [2].

Для изучения процессов, лежащих в основе распространения инфекционных заболева-
ний, часто используются детерминированные модели, также известные как компартмен-
тальные [3,4]. При этом происходит разделение населения на группы в зависимости от рис-
ка заражения – восприимчивые к инфекции, инфицированные, имеющие иммунитет и т.д.
Данные модели, основанные на системах дифференциальных уравнений, обычно не учи-
тывают распределение населения по ареалу, а описывают усредненные данные по каждой
группе [5,6]. Однако учет пространственных эффектов оказывает значительное влияние на
понимание многих биологических процессов [7] и представляет интерес для математическо-
го моделирования [8–10]. Именно неравномерное распределение населения, приводящее к
перенаселенности некоторых областей, является причиной распространения вирусных ин-
фекций. Для учета пространственной неоднородности компартментальные модели могут
дополняться слагаемыми, определяющими диффузионное распространение населения и пе-
ремещение, вызванное некоторым стимулом [11,12]. При этом возникают закономерные во-
просы определения областей миграционных (таксисных) параметров, для которых могут
реализовываться различные эпидемиологические сценарии.

В настоящей работе исследуется модель распространения инфекционного заболевания
без учета получения иммунитета переболевшими. Таким образом все население разделено на
две группы: восприимчивые к инфекции (Susceptible) и инфицированные (Infected). Пола-
гается возможным обоюдный переход из одной группы в другую, что относит рассматрива-
емую задачу к классу SIS-моделей [13,14]. В отличие от работы [15], где изучалось влияние
таксиса, вызванного некоторым постоянным стимулом на заболеваемость населения, данное
исследование посвящено изучению роли двухфакторной миграции. В миграционных потоках
учитывается как неоднородность жизненных условий, так и неравномерность распределе-
ния по ареалу обеих групп населения. Модели эпидемий с учетом миграции, обусловленной
эпидемиологической обстановкой, на данный момент мало изучены и, по мнению автора,
представляют интерес.
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1. Модель распространения вирусной инфекции

В данном разделе описывается модель пространственно-временного взаимодействия
двух непересекающихся групп населения – восприимчивых к инфекции и инфицированных.
Функция S(x, t) описывает плотность восприимчивых к инфекции, а I(x, t) – плотность ин-
фицированных. Для описания динамики по каждой группе используются два компонента:
локальное взаимодействие, определяющее переход из одной группы в другую и перенос за
счет миграционных потоков. В работе [16] было показано, что при моделировании динамики
биологических сообществ одномерная и двухмерная пространственные постановки дают схо-
жие результаты. Для краткости в статье рассматривается случай с одной пространственной
переменной:

∂S

∂t
= −

∂Q1

∂x
− β

SI

N
+ γI, Q1 = −d1

∂S

∂x
+ a1S

∂P

∂x
+ b1S

∂I

∂x
, (1)

∂I

∂t
= −

∂Q2

∂x
+ β

SI

N
− γI, Q2 = −d2

∂I

∂x
+ a2I

∂P

∂x
+ b2I

∂S

∂x
. (2)

Здесь N(x, t) = S(x, t) + I(x, t). Присутствие в знаменателях (1), (2) функций S и I опре-
деляет вероятности контакта здорового и инфицированного населения [14]. Имеется ввиду,
что в данной точке ареала инфицированный индивид может контактировать не только с
представителями группы восприимчивых к инфекции, но и с другими инфицированными.
Интенсивность контактов с последующим инфицированием и интенсивность выздоровле-
ния определяются коэффициентами β и γ соответственно. Полагается, что оба параметра
неотрицательны.

Положительные коэффициенты dj определяют диффузионное распространение. Так-
же в потоках Q1, Q2 учитывается направленная миграция, вызванная некоторым стимулом
P (x) (слагаемые с коэффициентами aj), и миграция вследствие неравномерности распреде-
ления населения (слагаемые с коэффициентами bj). Данный подход аналогичен [17], когда
перенос плотности S, вызванный неравномерностью распределения плотности I, описывает-
ся слагаемым b1S

∂I
∂x . Аналогично для плотности I миграция, вызванная неравномерностью

распределения S, описывается слагаемым b2I
∂S
∂x . Знаки коэффициентов aj, bj могут быть

различны и определяют разные виды реакции. В дальнейшем функцию P (x) будем пони-
мать как неравномерность распределения жизненных условий.

Рассматривается случай одномерного изолированного ареала Ω = [0, a], на границе ко-
торого ставятся условия отсутствия потоков:

Q1(0, t) = Q1(a, t) = Q2(0, t) = Q2(a, t) = 0. (3)

Модель дополняется начальными распределениями плотностей:

S(x, 0) = S0(x), I(x, 0) = I0(x). (4)

2. Анализ модели

В данном разделе проводится поиск стационарных распределений восприимчивых к ин-
фекции и инфицированных групп населения без использования вычислительного экспери-
мента. Заметим, что для нелинейных уравнений математической физики отыскание явных
аналитических решений является достаточно редким событием. Приведенные ниже пара-
метрические зависимости соответствуют безразмерной задаче и не несут иного смысла, кро-
ме выявления неочевидных свойств модели. При этом полученные стационарные распреде-
ления могут служить отправной точкой для дальнейших исследований.

Лемма 1. Система (1) – (4) при d1a2 = a1d2 и b1 = b2 = 0 имеет равновесие:

S = c1e
a1/d1P , I = c2e

a2/d2P , где c1, c2 − const : (β − γ)c1 = γc2. (5)

Доказательство. Стационарное решение должно удовлетворять условиям:

0 = −

∂Q1

∂x
− β

SI

N
+ γI, (6)

0 = −

∂Q2

∂x
+ β

SI

N
− γI. (7)
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Рассмотрим уравнение, описывающее динамику восприимчивых к инфекции, переписав пра-
вую часть (6) в виде κ1 + κ2, где

κ1 = −

∂Q1

∂x
, κ2 = −β

SI

N
+ γI.

Подставив S = c1e
a1/d1P в выражение Q1 при b1 = 0 имеем:

Q1 = −d1
∂(c1e

a1/d1P )

∂x
+ a1c1e

a1/d1P ∂P

∂x
= −c1a1e

a1/d1P ∂P

∂x
+ c1a1e

a1/d1P ∂P

∂x
= 0.

Очевидно, что Q1 = 0 отвечает условию κ1 = 0 и соответствует краевым условиям рассмат-
риваемой задачи. В случае S и I, удовлетворяющих (5), κ2 переписывается в виде:

κ2 = −β
c1e

a1/d1P c2e
a1/d1P

c1ea1/d1P + c2ea1/d1P
+ γc2e

a1/d1P = c2e
a1/d1P

(

−β
c1

c1 + c2
+ γ

)

.

Подставив в выражение в скобках c2 = (β/γ − 1)c1 получаем κ2 = 0.
Аналогичные выкладки справедливы для правой части (7), что доказывает лемму.

Система (1) – (4) также допускает полное отсутствие инфицированных индивидуумов

на ареале. Этой ситуации соответствует решение S = c1e
a1/d1P , I = 0 для любого набора

параметров.

Лемма 2. Общая средняя плотность восприимчивых к инфекции и инфицированных не
меняется во времени:

d(N )

dt
= 0.

Доказательство.

dN

dt
=

d(S + I)

dt
=

1

a

d

dt

a
∫

0

(S + I)dx. (8)

После подстановки (1), (2) в (8), приведения подобных слагаемых и учета краевых условий
(3) выражение (8) переписывается в виде:

d(N )

dt
=

1

a

(

Q1

∣

∣

∣

∣

a

0

+Q2

∣

∣

∣

∣

a

0

)

= 0.

Леммы 1 и 2 показывают, что коэффициенты c1, c2 определяют набор стационарных
распределений, а величина N может интерпретироваться как параметр, что приводит к
следующему заключению.

Теорема 1. Пусть выполняются условия леммы 1 и N = Φ, тогда система (1) – (4)
будет иметь решение

S = c1e
a1/d1P , I = c2e

a2/d2P ,

где

c1 =
aΦγ

β
a
∫

0

ea1/d1P dx

, c2 = c1(β − γ)/γ. (9)
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Доказательство. В силу то, что группы S и I не пересекаются S + I = N . При переходе к

интегралам имеем
a
∫

0

S +
a
∫

0

I = aΦ. Подстановка S и I из (5) дает

a
∫

0

c1e
a1/d1P +

a
∫

0

c2e
a2/d2P = aΦ.

В силу соотношений d1a2 = a1d2 и (β − γ)c1 = γc2 получается

a
∫

0

c1e
a1/d1P +

a
∫

0

c1(β − γ)ea1/d1P

γ
= aΦ.

В итоге

c1 =
aΦγ

β
a
∫

0

ea1/d1Pdx

, c2 = c1(β − γ)/γ.

Рассмотрим пример. Пусть выполняются условия:

Ω = [0, 2], d1 = d2 = 0, 01, a1 = a2 = 0, 02, b1 = b2 = 0,

β = 0, 9, γ = 0, 6 и N = 1, 2.
(10)

Функция неравномерности жизненных условий дается формулой:

P (x) = ln(6 sin2(πx/a) + 1). (11)

Тогда для интеграла в знаменателе (9) справедливо следующее:

∫

Ω

ea1/d1P dx =

2
∫

0

e2 ln(6 sin
2(πx/2)+1)dx =

2
∫

0

(6 sin2(πx/2) + 1)2dx =

=
(9 cos(πx)− 48) sin(πx) + 41πx

2π

∣

∣

∣

∣

2

0

= 41.

Таким образом система (1) – (4) при выполнении условий (10) будет иметь решение:

S =
1, 6

41
e2P , I =

0, 8

41
e2P . (12)

В случае миграционных параметров, не удовлетворяющих условию Леммы 1, получить
решение аналитически затруднительно и требует вычислительных экспериментов, резуль-
таты которых рассмотрены в следующем разделе.

3. Численное исследование влияния направленной миграции
на заболеваемость населения

Вычислительные эксперименты пространственно-временной динамики задачи (1) – (4)
основаны на методе прямых с дискретизацией на основе смещенных сеток. По простран-
ственной переменной x вводится сетка с узлами xr = rh, r = 0, . . . , n, h = a/n. Через Sr и
Ir определяются плотности в узле xr. Для вычисления потоков Q1 и Q2 в (1), (2) вводится
вспомогательная сетка xr−1/2 = −h/2 + rh, r = 0, . . . , n + 1.
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С применением дифференциального оператора первого порядка и оператора вычисле-
ния среднего

(σw)r+ 1

2

=
wr+1 − wr

h
, (δw)r+ 1

2

=
wr+1 +wr

2

система (1), (2) может быть записана как система обыкновенных дифференциальных урав-
нений

∂Sr

∂t
=

[

−σQ1 − β
SI

N
+ γI

]

r

,
∂Ir
∂t

=

[

−σQ2 + β
SI

N
− γI

]

r

.

Потоки Q1,r+1/2, Q2,r+1/2 (r = 0, . . . , n− 1) определяются формулами:

(Q1)r+1/2 = − [d1σS − a1δSσP − b1δSσI]r+1/2 , (Q2)r+1/2 = − [d2σI − a2δIσP − b2δIσS]r+1/2 .

Дискретные варианты граничных условий формулируются с использованием фиктивных
узлов:

Qi,−1/2 = −Qi,1/2, Qi,n+1/2 = −Qi,n−1/2, i = 1, 2.

Из (4) следуют начальные условия:

Sr = S0(xr), Ir = I0(xr), r = 0, . . . , n.

Компьютерные эксперименты с полученной системой ОДУ проводились для различных
значений параметров миграции aj , bj . Остальные параметры были фиксированы:

d1 = 0, 01, d2 = 0, 01, β = 0, 9, γ = 0, 6.

Функция неравномерности жизненных условий P (x) задавалась формулой (11), соответ-
ствующей ареалу с одной благоприятной зоной в центральной части.

1
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1

x

S, I

2

1

a

1
0

0.5

1

x

S, I

2

1

б

Рис. 1. Начальные распределения восприимчивых к инфекции (линии 1) и
инфицированных (2)

Обычно массовые заболевания начинаются с небольшого локального субрегиона. На
рис. 1, 2 представлены результаты моделирования эпидемии для двух начальных распре-
делений, отличавшихся количеством и положением на ареале инфицированных. Начальные
распределения восприимчивых к инфекции определялись как S0 = 1, 2− I0, см. рис. 1. Вы-
числительные эксперименты проводились для a1=a2=0,02 и b1=b2=0, что делает набор па-
раметров в расчетах соответствующим (10). Эволюцию во времени плотностей обеих групп
населения демонстрирует рис. 2. Расчеты показывают, что в условиях замкнутого ареала
и свободного перемещения индивидуумов, разница начальных распределений не влияет на
финальные состояния. Рис. 3 демонстрирует идентичность полученных в ходе вычислитель-
ных экспериментов стационарных распределений и аналитического решения (12).
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Рис. 2. Установление стационарных распределений S и I для начальных распределений на
рис. 1 a (a, б) и рис. 1 б (в, г): a1=a2=0,02, b1=b2=0

1
0

0.7

1.4

x

S, I, P

1,2

5

3,4

Рис. 3. Стационарные распределения S (линии 1,2) и I (3,4), найденные аналитически
(сплошные линии) и численно (штрих); функция неравномерности жизненных условий (5)

Выполнение условий леммы 1 является достаточно редким явлением. Однако найденное
стационарное решение может служить началом в исследовании миграционных эффектов. На
рис. 4 дана эволюция во времени средних плотностей при ненулевых параметрах bj для на-
чальных данных (12), см. линии 1 и 3 на рис. 1. Полученные результаты показывают, что
учет межгруппового таксиса способен оказывать значительное влияние на ход эпидемии.
Это делает интересным исследование влияния миграционных факторов на изменение до-
ли здорового населения в ходе массового заболевания, результаты которого отображены на
рис. 5 и рис. 6. Приведенные графики определяют зависимость S от параметров миграции
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a1 и a2. При этом ненулевому набору b1 соответствуют данные на рис. 5, а результаты с
учетом параметра b2 отражены на рис. 6. Общей чертой всех рисунков является снижение
вариативности графиков при уменьшении исследуемого параметра и достижения максиму-
ма при отрицательных значениях, близких к левому краю рассматриваемой области. Это
происходит в силу размежевания групп населения, так как при установлении зависимости
от параметра a1(a2) параметр a2(a1) был положителен. При этом max(S) ≈ 1, 17, что состав-
ляет 97,5% от общей численности населения. Спад S с увеличением исследуемого параметра
может быть как плавным (рис. 5 a), так и резким при достижении им определенного значе-
ния (рис. 5 б).

10 20 30
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0.5

1

t

S, I
3

1

4

2

Рис. 4. Выход на стационарный режим средних плотностей восприимчивых к инфекции и
инфицированных: соответственно линии 1, 2 при b2 = −0, 04 и линии 3, 4 при b2 = −0, 08:

a1=a2=0,02, b1=0
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Рис. 5. Влияние параметра направленной миграции a1 при a2 = 0, 02 (a) и a2 при a1 = 0, 02
(б) на среднюю плотность восприимчивых к инфекции: b1 = −0, 06 (линии 1), b1 = 0, 01

(2), b1 = 0, 02 (3): b2 = 0
Расчеты показывают, что существуют значения параметров a1, a2, при которых наблю-

дается наименьшее значение S – худший сценарий развития эпидемии. Например, на графи-
ке 3 рис. 5 a минимальному S = 0, 79 отвечает a1 = aworst ≈ 0, 06. В этом случае возрастание
S при aj > aworst незначительно и составляет S = 0, 8 при a1 = 1, 5. Рост S может быть более
выраженным как на графике 3 рис. 5 б, так и с достижением максимума, см. графики 2, 3
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на рис. 6 a. Увеличение доли здорового населения на рис. 6 a при a1 > aworst происходит из-
за большей концентрации восприимчивых к инфекции в центре рассматриваемого ареала.
Это усиливает отток I из мест скопления S, вызванный отрицательными параметрами b2.
Таким образом понижается вероятность новых заболеваний, что положительно сказывается
на средней плотности восприимчивых к инфекции.
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Рис. 6. Влияние параметра направленной миграции a1 при a2 = 0, 02 (a) и a2 при a1 = 0, 02
(б) на среднюю плотность восприимчивых к инфекции: b2 = −0, 06 (линии 1), b2 = −0, 04

(2), b2 = −0, 01 (3): b1 = 0
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Рис. 7. Установление стационарных распределений плотностей (a, б) при a1 = −0, 01,
a2 = 0, 02, b1 = −0, 06, b2 = 0

Рис. 7 a, б демонстрирует установление распределений S и I для набора миграционных
параметров, отвечающего точке A на рис. 5 a. В силу того, что начальные распределе-
ния были получены как стационарные решения для положительных коэффициентов a1, a2,
максимальные значения совпадают с центром ареала – наиболее благоприятной зоной, см.
рис. 3. Вследствие отрицательности коэффициентов a1, b1 динамика S характеризуется рез-
ким оттоком к краям ареала. Это приводит к перераспределению группы инфицированных
с меньшей концентрацией в центре ареала.

В расчетах может наблюдаться разрыв по типу ≪cкачок≫, когда при прохождении a1
или a2 некоторого критического значения происходит резкое изменение S. На рис. 6 такие
переходы отмечены пунктиром. Например, при b2 = −0, 04 точке разрыва соответствует
a2 = acrit = 0, 02, см. график 2 на рис. 6 б.

Рис. 8 демонстрирует пространственно-временную эволюцию S и I, когда миграцион-
ные параметры соответствуют точкам B и C на рис. 6. При этом на динамику группы I
оказывают влияние два фактора – неравномерность жизненных условий и распределение
восприимчивых к инфекции. В случае a2 < acrit перераспределение инфицированных в боль-
шей степени обусловлено параметром b2 < 0, когда осуществляется отток группы I от мест
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скопления группы S. Смещение инфицированных к краям рассматриваемой области, где
доля восприимчивых к инфекции минимальная, понижает риск заражения и положительно
сказывается на S. При a2 > acrit миграционные стимулы образуют паритет. Происходит
отток I из мест скопления S, а неравномерность жизненных условий не дает мигрировать
к краям области. Динамика распределения I характеризуется более равномерным распре-
делением по ареалу, что приводит к увеличению доли инфицированных.
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Рис. 8. Установление стационарных распределений плотностей при a2 = 0, 01 (a, б) и
a2 = 0, 03 (в, г): a1 = 0, 02, b1 = −0, 04, b2 = 0

Заключение

Рассмотрена эпидемиологическая модель, описывающая взаимодействие двух групп на-
селения – восприимчивых к инфекции и инфицированных. Допускался взаимный переход из
одной группы в другую без учета демографических факторов. Помимо локального взаимо-
действия учитывалось распространение населения в рамках рассматриваемой области. Ми-
грационные потоки обусловлены диффузией и перемещением, вызванным неоднородностью
жизненных условий и неравномерностью распределения населения. Установлено существо-
вание аналитического решения, которое было использовано в качестве начальных данных
в вычислительных экспериментах по выявлению влияния миграционных эффектов на эпи-
демиологические сценарии. Численное исследование показало, что направленная миграция
может существенно влиять на долю здорового населения при массовых заболеваниях. Выяв-
лены параметрические зависимости, отвечающие минимальной средней плотности воспри-
имчивых к инфекции, а также почти полному исчезновению инфицированного населения.

Автор выражает благодарность Одиноковой Татьяне Васильевне за помощь в подго-
товке статьи.
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MODELLING THE SPREAD OF INFECTIOUS DISEASES TAKING
INTO ACCOUNT A TWO-FACTOR TAXIS

A.V. Budyansky, Don State Technical University, Rostov-on-Don, Russian Federation,
a_v_bydyansky@mail.ru

The paper studies a mathematical model of a mass infectious disease, written as a system of
nonlinear reaction-diffusion-advection equations. The spatiotemporal interaction of two population
groups is considered: susceptible to infection and infected. Local interaction determining the mutual
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transition from one group to another and migration flows caused by diffusion and directed migration
are taken into account. The modeling is carried out without taking into account the birth and
mortality rates of the population. For spatial approximation of the problem, the finite difference
method based on shifted grids was used. Computer experiments were carried out in the MATLAB
system.

The study established the existence of an analytical solution corresponding to the stationary
distribution of both population groups. Using computational experiments, parametric dependencies
were established that affect the formation of epidemiological structures and the ratio of the shares
of the infected and healthy population.

Keywords: math modeling; epidemic; compartmental model; nonlinear PDEs; taxis.
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