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ОСТАТОЧНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ
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Исследуется изменение геометрических параметров алюминиевой плиты при сня-
тии поверхностных слоев материала с двух сторон рассматриваемой заготовки при
условии, что сжимающие и растягивающие остаточные напряжения находятся в рав-
новесии. Это позволяет использовать гипотезу о тождестве площадей эпюр рассмат-
риваемых напряжений. Предложен нестандартный подход к определению остаточных
напряжений при различных вариантах толщины снятия поверхностного слоя с иссле-
дуемой заготовки с учетом изменения эпюры остаточных напряжений. При измене-
нии толщины алюминиевой плиты учитывается трансформация вида эпюры остаточ-
ных напряжений. Основой предложенного подхода являются известные теоретические
положения о виде эпюры остаточных напряжений и стандартный интегральный ма-
тематический аппарат, позволяющий построить математическую модель изменения
площадей эпюр в зависимости от толщины снятия поверхностного слоя исследуемой
алюминиевой плиты. Используется гипотеза о равенстве площадей сжимающих и рас-
тягивающих остаточных напряжений. Это позволяет исследовать изменение геометрии
исследуемой заготовки с учетом корректировки параметров. Полученные результаты
дают возможность уточнить известные теоретические положения об изменении эпю-
ры остаточных напряжений после механической обработке исследуемых заготовок из
алюминиевых сплавов.
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Введение

Сложившиеся обстоятельства политического и экономического характера обу-
славливают необходимость переориентации государственных усилий на развитие про-
изводственного сектора. Промышленность в условиях всесторонних вызовов находит-
ся в стадии поиска собственных резервов для развития производственных технологий.
Существует необходимость интенсификации выпуска отечественных высокопроизво-
дительных машин, что провоцирует поиск и разработку способов и средств ускорен-
ной оценки качеств выпускаемых изделий. Производство, к примеру, высокотехноло-
гичных деталей для импортозамещения иностранных аналогов связано с контролем
качества готовых изделий. Технология производства изделий на начальных этапах
предполагает наличие дефектов, в том числе проявляющихся в деформационных из-
менениях как внутренней структуры заготовки, так и ее внешнего поверхностного
слоя. При температурной обработке поверхность детали охлаждается неравномерно,
что вызывает возникновение остаточных напряжений, влияющих на прочность гото-
вой детали. В направлении определения остаточных напряжений различными метода-
ми известен ряд основополагающих научных исследований отечественных и зарубеж-
ных специалистов [1–5]. В данной области перспективными направлениями для науч-
ных исследований являются сочетание различных методик определения остаточных
напряжений [6–8] и развитие теоретических основ математического моделирования
распределения остаточных напряжений, в том числе в заготовках из алюминиевых
сплавов, в прикладном аспекте применяемых при производстве деталей в самоле-
тостроении [9–16]. Направление определения остаточных напряжений при помощи
разрушающих и неразрушающих методов обладает возможностями подбора таких
сочетаний, при которых минимизируется как время определения напряжений, так и
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расход материала при сохранении точности измерений. Развитие методологических
основ в направлении уточнения теоретических положений математического модели-
рования перспективно в контексте оценки изменения эпюры остаточных напряжений
после механического удаления поверхностного слоя. В предлагаемой статье рассмат-
ривается применение интегральных преобразований при определении остаточных на-
пряжений в заготовках из алюминиевых сплавов.

1. Материалы и методы

Рис. 1. Принципиальная
схема распределения

остаточных напряжений в
заготовках из алюминиевых

сплавов

Исследование поверхностных остаточных напря-
жений связано с использованием механических мето-
дов и методов неразрушающего контроля. Как тео-
ретические, так и экспериментальные исследования
остаточных напряжений, возникающих при закалке,
показывают, что характер их распределения с высо-
кой точностью можно аппроксимировать параболиче-
ской зависимостью [10,11,15], как показано на рис. 1,
где приведена принципиальная схема распределения
поверхностных остаточных напряжений в исследуе-
мом образце.

При условии равенства растягивающих и сжима-
ющих напряжений поверхность заготовки из алюми-
ниевого сплава считается ровной. Для корректного
определения наличия остаточных напряжений необ-
ходимо найти две точки начала эпюры, представляющей собой параболу (тт. А и В).

Рис. 2. Расчетная схема
определения площадей

положительных и
отрицательных остаточных

напряжений

После этого может быть использован соответству-
ющий математический аппарат для определения
остальных частей эпюры, в том числе с использовани-
ем равенства площадей напряжений согласно эпюры.
Поэтапное проведение действий по приведенному вы-
ше алгоритму, а также наличие условия равновесия
позволяет перейти к определению общих остаточных
напряжений [1], распределенных по параболическому
закону, использование которого позволяет применять
математический аппарат, основанный на интеграль-
ных преобразованиях. После определения двух необ-
ходимых точек (А, В), необходимых для построения
эпюры поверхностных остаточных напряжений, рас-
пределенной по параболическому закону [7] (рис. 1)
и при условии симметричного расположения этих то-
чек, схематичное положение эпюр положительных и
отрицательных напряжений с учетом дополнитель-

ных параметров можно представить в виде, приведенном на рис. 2, где проиллю-
стрирована детализированная расчетная схема, предназначенная для построения со-
отношений между площадями растягивающих и сжимающих напряжений.

На рис. 2 представлены площади остаточных напряжений: Sσ1, Sσ2 – площади
распределения отрицательных напряжений; Sσ3 – площадь распределения положи-
тельных напряжений. Отрицательные напряжения в этом случае полагаются растя-
гивающими, а положительные – сжимающими. Для удобства при проведении даль-
нейших математических выкладок, основанных на использовании выражений на базе
параболической зависимости и интегральных преобразованиях, необходимо перейти
к разделению области сжатия на две части, обозначив их как Sσ31 и Sσ32, что поз-
волит уравновесить полученные области с имеющимися областями растягивающих
напряжений. Детализированная схема приведена на рис. 3.
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Рис. 3. Детализированная расчетная схема определения площадей положительных
и отрицательных остаточных напряжений, сформированная на основе рис. 2

На данной схеме представлены следующие обозначения: l – расстояние от полу-
ченных экспериментальным путем точек начала эпюры остаточных напряжений до
пересечения кривой параболы с осью Оy, разграничивающей площади растягиваю-
щей и сживающей составляющих напряжений, h,−h – расстояния от точек А и В до
оси Ох.

2. Результаты

1. Предлагаются результаты исследований при снятии поверхностных слоев с рас-
сматриваемой заготовки. В первом случае происходит снятие поверхностного слоя
толщиной b1 с нижней грани образца, как показано на рис. 4.

Рис. 4. Детализированная расчетная схема при снятии слоя с одной из граней
заготовки

Параметры эпюры остаточных напряжений связаны через классическое уравне-
ние параболы: x = ay2− c, a > 0, c > 0. Срез произведен на величину b1, что смещает
начало координат в сторону верхней грани на b1

2
. В этом случае новые координаты

примут следующий вид: верхняя грань −h + b1
2
;, нижняя грань h − b1

2
. Необходимо

учесть дополнительные соотношения:

S1 = S2, S3 = S4, S1 + S2 = S3 + S4;
y = 0, x = −c, y = h− b1

2
, y = −h + b1

2
, x = l;

x = 0, x = ay2 − c, y1/2 = ±
√

c
a
.

(1)

Тогда при S2 = S4 получим следующую систему преобразований

S2 =

h−
b1

2
∫

y2

(ay2 − c)dy =

(

h−
b1

2

)

[

a

3

(

h−
b1

2

)2

− c

]

+ y2

[

c−
a

3
y2

2

]

, (2)
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S4 = −

y2
∫

0

(ay2 − c)dy = −

[

ay3

3
− cy

]y2

0

= −

[

ay2
3

3
− cy2

]y2

0

= y2

[

c−
ay2

3

3

]

. (3)

Так как S2 = S4, то выражения (2) и (3) равны между собой, то есть

(

h−
b1

2

)

[

a

3

(

h−
b1

2

)2

− c

]

+ y2

[

c−
a

3
y2

2

]

= y2

[

c−
a

3
y2

2

]

. (4)

Отсюда
(

h−
b1

2

)

[

a

3

(

h−
b1

2

)2

− c

]

= 0. (5)

Из (5) следует, что

h =
b1

2
;
a

3

(

h−
b1

2

)2

= c. (6)

Полагаем, что ширина пластины равна нулю, что не может быть реализовано. С
учетом (6) имеем

c =
a

3

(

h−
b1

2

)2

. (7)

Подставив найденное выражение (7) в основное уравнение кривой x = ay2−c, получим

x = ay2 −
a

3

(

h−
b1

2

)2

. (8)

Но при y = h− b1
2
, x = l, тогда

a =
3

2

l
(

h− b1
2

)2
. (9)

Подставив выражение (9) в (7), получим

c =
a

3

(

h−
b1

2

)2

=
l

2
, (10)

Таким образом, c = l
2
.

2. Второй вариант предполагает снятие слоев с двух граней заготовки (рис. 5).

Рис. 5. Детализированная расчетная схема при снятии слоев с двух граней
заготовки
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В этом случае срез производится с двух сторон на толщину b1 и b2 соответственно.
Начало координат остается без изменений. Новые координаты верхней грани примут
вид: −h + b2, нижней грани h − b2. Также необходим учет дополнительных соотно-
шений (1). Уравнения для трансформации примут вид:

S2 =

h−b1
∫

y2

(ay2 − c)dy = (h− b1)
[a

3
(h− b1)

2
− c

]

+ y2

[

c−
a

3
y2

2

]

, (11)

S4 = −

y2
∫

0

(ay2 − c)dy = y2

[

c−
ay2

3

3

]

. (12)

При этом выражения (10) и (11) будут равны между собой, то есть

(h− b1)
[a

3
(h− b1)

2
− c

]

+ y2

[

c−
a

3
y2

2

]

= y2

[

c−
a

3
y2

2

]

. (13)

Отсюда получим

(h− b1)
[a

3
(h− b1)

2
− c

]

= 0. (14)

Из (12) следует, что

h = b1;
a

3
(h− b1)

2 = c. (15)

Случай h = b1 не может быть реализован. Тогда

c =
a

3
(h− b1)

2
. (16)

В исходное выражение x = ay2−c подставим соотношение (13) и получим следующий
виде:

x = ay2 −
a

3
(h− b1)

2
. (17)

При y = h− b1, x = l

l =
2

3
a(h− b1)

2
. (18)

Анализ выражения показывает, что c также будет равно l
2
.

3. Рассмотрим случай, при котором снятые слои отличаются толщиной.

Рис. 6. Детализированная расчетная схема при снятии слоев различной толщины с
двух граней заготовки
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В этом случае b1 6= b2. Начало координат сместилось на b1
2
+ b2

3
. Новые координаты

сверху −h + b2, снизу h − b2. Цепочка преобразования будет выглядеть следующим
образом:

S2 =

h−
b1

2
−

b2

2
∫

y2

(ay2 − c)dy =

(

h−
b1

2
−

b2

2

)

[

a

3

(

h−
b1

2
−

b2

2

)2

− c

]

+ y2

[

c−
a

3
y2

2

]

,

(19)

S4 = −

y2
∫

0

(ay2 − c)dy = −
[a

3
y2

3 − cy2

]y2

0

= y2

[

c−
ay2

2

3

]

. (20)

Тогда
(

h−
b1

2
−

b2

2

)

[

a

3

(

h−
b1

2
−

b2

2

)2

− c

]

= 0. (21)

Из (19) следует, что

h =
b1

2
+

b2

2
,
a

3

(

h−
b1

2
−

b2

2

)2

. (22)

Выражение для определения координаты вершины параболы в этом случае примет
вид:

c =
a

3

(

h−
b1

2
−

b2

2

)2

. (23)

Подставив в x = ay2 − c выражение (21), найдем

x = ay2 −
a

3

(

h−
b1

2
−

b2

2

)2

. (24)

При y = h− b1
2
− b2

2
, x = l

a =
3

2

l
(

h− b1
2
− b2

2

)2
. (25)

Подставим полученное a в (20), получим c = l
2
, как в предыдующих двух случаях.

Несмотря на положения координаты c, необходимо было исследовать данный факт
во всех вариантах механической обработки исследуемого образца.

Заключение

В работе развиваются методологические основы определения остаточных напря-
жений в алюминиевых плитах при снятии поверхностного слоя с учетом изменения
вида эпюры остаточных напряжений. Рассмотрены варианты снятия слоя с поверхно-
стей заготовки в различных сочетаниях. В рамках проведенных исследований оцени-
ваются возможности учета изменения эпюры остаточных напряжений при удалении
слоя как с одной стороны заготовки, так и одновременно с двух сторон. При помо-
щи метода интегральных преобразований получены аналитические соотношения для
определения характера изменения вида эпюры остаточных напряжений при измене-
нии геометрических параметров алюминиевой заготовки. Проведен анализ получен-
ных аналитических соотношений. Показано, что построенные математические модели
отображают изменение общей картины остаточных напряжений по ширине без изме-
нения по длине. Отметим, что проведение дальнейших исследований будет связано с
уточнением математических моделей при рассмотрении объемных принципиальных
схем алюминиевых плит.
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MATHEMATICAL MODELLING AT RESIDUAL STRESSES
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Authors research the task of aluminum plate geometric parameters at excision of surface
layer material on both sides of considering billet. This allows us to use the hypothesis of
the identity of the areas of the regions of considering stresses. The authors propose a non-
standard approach to residual stresses identification for different variants of removing the
surface layer with researching billet into account transformations in the residual stress
diagram. They take into account the transformation of the residual stress diagram type
at changing the thickness of the aluminum billet. The known theoretical provisions on the
type of residual stress diagram and the standard integral mathematical apparatus are the
basis of the proposed approach. This allows us to build a mathematical model of changing
the type of residual stress diagram depending on the thickness of the surface layer removal
of the research aluminum plate. The authors research the change in the geometry of the
studied workpiece taking into account the correction of the parameters of the residual
stress diagram. This makes it possible to use the hypothesis of the equality of the areas of
compressive and tensile residual stresses. The obtained results clarify the known theoretical
provisions on changing the residual stress diagram after mechanical processing of the studied
workpieces made of aluminum alloys.

Keywords: integral transformations; mathematical modeling; residual stresses;

aluminum billets.
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