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В статье исследуется оптимальное управление решениями начально-краевой задачи для
полулинейного уравнения соболевского типа второго порядка с относительно секториальным
оператором. Уравнение моделирует низкочастотные электромагнитные волны в дисперсной
линии передачи с нелинейной емкостью. С использованием метода Галеркина, а также тех-
ники компактности и монотонности, доказаны существование и единственность решения на
произвольном промежутке времени. Построено фазовое пространство задачи. В качестве при-
ложения абстрактной теории рассмотрена математическая модель нелинейной эволюционной
дисперсной линии; галеркинские суммы строятся по собственным функциям задачи Дири-
хле для оператора Лапласа. Кроме того, для данной модели решена задача оптимального
управления с балансовым целевым функционалом.
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Введение

Пусть Ω ⊂ R
n – область с границей ∂Ω класса C∞ и T ∈ R+. В цилиндре C = Ω× (0, T )

рассмотрим уравнение

(λ−∆)xtt − α2∆x+ β2∆2x−∆(|x|p−2x) = u(s, t), (s, t) ∈ Ω× (0, T ), (1)

с однородным граничным условием Дирихле

∆x(s, t) = x(s, t) = 0, (s, t) ∈ ∂Ω× (0, T ), (2)

и начальными условиями Коши

x(s, 0) = x0(s), xt(s, 0) = x1(s), s ∈ Ω, (3)

где λ, α, β ∈ R. Уравнение (1) возникает в связи с изучением низкочастотных электромаг-
нитных уединенных волн в дисперсной линии передачи с нелинейной емкостью [1].

В работе [2] рассматриваются два модельных уравнения колебаний в диодных системах
с распределенными параметрами. Для них построены интегральные уравнения и доказана
локальная разрешимость методом сжимающих отображений. Для первого уравнения мето-
дом Похожаева получены оценки и условия разрушения решений за конечное время; для
второго – методом Левина установлены условия разрушения при больших начальных дан-
ных. В работе [3] заложены основы теории полулинейных уравнений соболевского типа с
относительно секториальным оператором. Вводится понятие относительно секториального
оператора, определяются фазовое пространство и условия однозначной разрешимости зада-
чи Коши.

В [4] исследуется линеаризованное уравнение Бенни – Люка с краевыми условиями Бе-
нара, описывающее длинные волны на мелкой воде с учетом поверхностного натяжения.
С помощью теории относительно секториальных операторов для уравнений соболевского
типа высокого порядка доказана однозначная разрешимость начально-краевой задачи при
любых значениях параметров модели. В [5] изучена проблема оптимального управления
для абстрактных уравнений соболевского типа с относительно p-секториальным операто-
ром и приведены примеры. С использованием авторской теории вырожденных полугрупп
доказываются теоремы существования и единственности оптимального управления. Ста-
тья [6] посвящена смежному направлению – стабилизации решений линейного уравнения
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соболевского типа с относительно секториальным оператором. Для полулинейных моделей
соболевского типа первого порядка задача оптимального управления была исследована в [7].

Таким образом, здесь впервые будет рассмотрена разрешимость начально-краевой за-
дачи для полулинейного уравнения соболевского типа второго порядка с относительно сек-
ториальным оператором в виде галеркинской суммы, а также изучена задача оптимального
управления. Задача управления ставится стандартно. Пусть U – пространство управлений,
выделим в нем непустое, замкнутое и выпуклое множество Uad, которое назовем множеством
допустимых управлений. Требуется найти минимум функционала на множестве Uad.

J(x, u) → inf, u ∈ Uad. (4)

Пространства и конкретный вид функционала зададим позднее, т.к. они зависят от решения
неоднородного уравнения.

Обозначим L = (λ−∆), M = −α2∆+ β2∆2, N(x) = −∆(|x|p−2x). Математическую мо-
дель (1), (2), (3) в специально выбранных пространствах можно редуцировать к абстракт-
ному полулинейному уравнению соболевского типа второго порядка

Lẍ+Mx+N(x) = u(t) (5)

с условиями Коши
x(0) = x0, ẋ(0) = x1, (6)

где L ∈ L(X;Y), M ∈ Cl(X;Y), kerL 6= {0}, N(·) : X → Y – нелинейный оператор. Здесь
X,Y – банаховы пространства. Поскольку L не является непрерывно обратимым, то такие
уравнения (5) принято называть уравнениями соболевского типа. Отметим, что оператор M
является (L, 2, 0)-секториальным. Пара начальных данных (x0, x1) с необходимостью долж-
ны принадлежать касательному пространству ко множеству, называемое фазовое многооб-
разие,

P = {x ∈ X : (I −Q)(Mx+N(x)− u) = 0}

в точке x0. Подробности терминологии см. [4, 5]. В случае (L, p)-ограниченности оператора
M задача оптимального управления решениями задачи (5), (6) c более простой нелинейно-
стью рассмотрена ранее.

1. Построение приближенного решения

Рассмотрим более общую задачу (5), (6) и для нее докажем теорему о существовании
решения. Пусть H = (H, 〈·, ·〉) – вещественное сепарабельное гильбертово пространство.
Рассмотрим дуальные пары (X,X∗) и (Lp, Lq) рефлексивных сепарабельных банаховых про-
странств относительно билинейной формы 〈·, ·〉.

Предположим, что операторы L, M , N удовлетворяют условиям:
(C1) L ∈ L(X,X∗) – самосопряженный, неотрицательный и фредгольмов; его кообраз будем
обозначать coimL.
(C2) M ∈ L(X,X∗) – также самосопряженный и неотрицательный;
(C3) N ∈ Cr(Lp, Lq), r ≥ 1 – s–монотонный, p–коэрцитивный, однородный оператор порядка
p−1 и имеет симметричную производную Фреше. Из последнего свойства вытекает полезное
равенство d

dt
〈N(u), u〉 = p〈N(u), u̇〉.

Пусть µk собственные числа однородной задачи Дирихле для оператора −∆, а ϕk – соб-
ственные функции, причем линейная оболочка span{ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm} тотальна в X относи-
тельно скалярного произведения в H.

Теорема 1. Пусть (x0, x1) ∈ Tx0
P, причем x0 ∈ X ∩ Lp, x1 ∈ X ∩ coimL и имеют место

условия (C1), (C2), (C3). Тогда существует решение задачи (5), (6) x = x(t) такое, что
x ∈ L∞(0, T ;X ∩ Lp) и ẋ ∈ L∞(0, T ;X ∩ coimL).

Доказательство. Решение задачи (5), (6) будем искать в виде

xm(t) =

m
∑

k=1

amk (t)ϕk. (7)
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Коэффициенты amk (t) найдем из системы алгебро-дифференциальных уравнений

〈Lẍm, ϕk〉+ 〈Mxm, ϕk〉+ 〈N(xm), ϕk〉 = 〈u(t), ϕk〉, 1 ≤ k ≤ m, (8)

amk (0) = βm
k (〈x0, ϕk〉 = βm

k ), ȧmk (0) = γmk (〈x1, ϕk〉 = γmk ), 1 ≤ k ≤ m, (9)

где последовательность xm0 =
m
∑

k=1

βm
k ϕk → x0 сильно в X∩Lp, и xm1 =

m
∑

k=1

γmk ϕk → x1 сильно

в X ∩ coimL.
Получим априорные оценки. Умножим уравнение (8) на ȧmk (t) (1 ≤ k ≤ m) и просумми-

руем по k от 1 до m, получим

〈Lẍm, ẋm〉+ 〈Mxm, ẋm〉+ 〈N(xm), ẋm〉 = 〈u(t), ẋm〉. (10)

Введем на подпространстве coimL норму |u̇|2 = 〈Lu̇, u̇〉 в силу принципа Куранта эта
норма эквивалента норме пространства X для функций u̇ ∈ coimA, |u̇|2 = C2

L‖u̇‖
2
X. А также,

на X можно ввести норму следующим образом |u|2M = 〈Mu,u〉 эта норма эквивалента норме
пространства X, |u|20 = C2

M‖u‖X. Используя самосопряженность операторов L, M , получим

d

dt
〈Lẋm, ẋm〉 = 2〈Lẍm, ẋm〉,

d

dt
〈Mxm, xm〉 = 2〈Mxm, ẋm〉.

С учетом условия (C3), уравнение (10) примет вид

d

dt
〈Lẋm, ẋm〉+

d

dt
〈Mxm, xm〉+

2

p

d

dt
〈N(xm), xm〉 = 〈u(t), ẋm〉.

Проинтегрируем на отрезке [0, t], t ≤ tm и применим последовательно неравенство Коши и
Гронуолла. Воспользуемся p-коэрцитивностью оператора N , получим

C2
L‖ẋ

m‖2X + C2
M‖xm‖2X + CN

2

p
‖xm‖pLp ≤ C. (11)

Константа C не зависит от tm и, следовательно, можно положить tm = T .
В силу ограниченности xm и ẋm в пространствах L∞(0, T ;X ∩ Lp) и L∞(0, T ;X ∩

coimL), которые являются сопряженными к сепарабельным банаховым пространствам
L1(0, T ;X∗(Ω) ∪ Lq(Ω)) и L1(0, T ;X∗), согласно теореме Банаха–Алаоглу можно выделить
*-слабо сходящиеся подпоследовательности:

xml → x *-слабо в L∞(0, T ;X ∩ Lp),
ẋml → ẋ *-слабо в L∞(0, T ;X ∩ coimL).

Причем u̇ml понимается как обобщенная производная в пространстве распределений.
Поскольку оператор N p-коэрцитивен

〈N(xm), xm〉 ≤ ‖N(xm)‖Lq‖xm‖Lp ≤ CN‖xm‖p−1
Lp ‖xm‖Lp = CN‖xm‖pLp ,

следовательно, N(xm) ограничены в пространстве Lq(0, T ;X∗ ∪ Lq), то N(xml) → g – слабо
в Lq(0, T ;X∗ ∪ Lq). Используя монотонность и свойства *-слабосходящихся последователь-
ностей можно показать, что N(x) = g. Полагая ml = l, k фиксировано и l > k, получим

〈Lẍl, ϕk〉+ 〈Mxl, ϕk〉+ 〈N(xl), ϕk〉 = 〈u, ϕk〉. (12)

Перейдем почленно к пределу в (12)

〈Mlkxl, ϕk〉 → 〈Mx,ϕk〉 *-слабо в L∞(0, T ),

〈Lẍl, ϕk〉 =
d

dt
〈Lẋl, ϕk〉 → 〈Lẍ, ϕk〉 в D′(0, T ),
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D′(0, T ) – пространство обобщенных функций с компактным носителем, а

〈N(xl), ϕk〉 → 〈N(x), ϕk〉 *-слабо в L∞(0, T ).

Таким образом, из (12) выводим

d2

dt2
〈Lx,ϕk〉+ 〈Mx,ϕk〉+ 〈N(x), ϕk〉 = 〈u, ϕk〉. (13)

Ввиду плотности системы функций {ϕk}
m
k=1 в пространстве X ∩ Lp при m → ∞, и произ-

вольности выбора ϕk, имеет место равенство для произвольного v ∈ X ∩ Lp

d2

dt2
〈Lx, v〉+ 〈Mx, v〉 + 〈N(x), v〉 = 〈u, v〉. (14)

В силу разложения начальных условий в ряд xl(0) = x0l → x0 слабо в H1 xl(0) → x(0) в
X ∩ Lp, следовательно, x(0) = x0. В силу априорных оценок, получим ẋ(0) = x1. Таким
образом, теорема доказана.

✷

2. Нелинейная эволюционная дисперсная линия передач

Теорема 2. Пусть n < 4, λ ∈ [µ1,+∞), (x0, x1) ∈ Tx0
P, причем x0 ∈ H2

0 (Ω) ∩ L4(Ω) и
x1 ∈ L2(Ω) ∩ coimL. Тогда существует единственное решение задачи (1) – (3) x = x(s, t)
такое, что x ∈ L∞(0, T ;W 2

2 (Ω) ∩ L4(Ω)) и ẋ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω) ∩ coimL).

Доказательство. Редуцируем задачу (1) – (3) к задаче (5), (6), в качестве гильбертова про-
странства H возьмем W−1

2 (Ω) со скалярным произведением

〈x, y〉 =

∫

Ω

xỹds, ∀x, y ∈ W−1
2 (Ω), (15)

где ỹ – обобщенное решение задачи Дирихле (2) для уравнения −∆ṽ = v. Положим X = W 2
2

и X∗ = (W 2
2 )

∗ относительно двойственности (15). Определим операторы L : X → X∗ и
M : domM → X∗ формулами

〈Lx, y〉 =

∫

Ω

(xy + λxỹ)ds, 〈Mx, y〉 =

∫

Ω

(α2∇x∇ỹ + β2∆x∆ỹ)ds.

При λ ≥ µ1 условия (C1), (C2) будут выполняться. Определим оператор N(u) : Lp → (Lp)∗

формулой

〈N(x), y〉 =

∫

Ω

|x|p−2xyds.

Таким образом, условие (C3) выполняется и имеет место теорема 1.
Единственность докажем методом от противного. Пусть x и y – два различных решения

задачи (1) – (3), обозначим w = x− y. Тогда уравнение (1) примет вид

Lẅ +Mw = ∆(|y|p−2y)−∆(|x|p−2x). (16)

По аналогии с предыдущим параграфом, получим

C2
L‖ẇ‖

2
X + C2

M‖w‖2X = 2

t
∫

0

〈|y|p−2y − |x|p−2x, ẇ〉,
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d

dt

[

‖C2
L‖ẇ‖

2
X + C2

M‖w‖2X
]

≤ 2〈|y|p−2y − |x|p−2x, ẇ〉,

2〈|y|p−2y − |x|p−2x, ẇm〉 ≤ 2p

∫

Ω

sup(|x|p−2, |y|p−2)|w||ẇ|ds. (17)

Используя неравенство Гельдера, оценим правую часть (17), получим

∫

Ω

sup(|x|p−2, |y|p−2)|w||ẇ|ds ≤ C(‖|x|2‖Lr + ‖|y|2‖Lr )‖w‖Lq‖ẇ‖L2 ,
1

r
+

1

q
+

1

2
= 1.

По теореме вложения и свойствам нормы, получим

C(‖|x|2‖Lr + ‖|y|2‖Lr )‖w‖Lq‖ẇ‖L2 ≤ 2C(‖w‖2Lq + ‖ẇ‖2L2).

Придем к неравенству

C2
L‖ẇ‖

2
X + C2

M‖w‖2X ≤ 2C

t
∫

0

(‖w‖2X + ‖ẇ‖2X)ds,

откуда, в силу леммы Гронуолла, имеет место равенство ‖ẇ‖2X + ‖w‖2X = 0, следовательно,
w ≡ 0. Таким образом, x ≡ y.

✷

3. Оптимальное управление

Рассмотрим задачу оптимального управления (4) для решений начально-краевой зада-
чи (1) – (3). С этой целью введем пространство U = L2(0, T ;L2) и выделим в нем непустое
замкнутое выпуклое множество допустимых управлений Uad. На основании теоремы 2 по-
строим пространство X1 =

{

x | x ∈ L∞(0, T ;W 2
2 (Ω) ∩ L4(Ω)), ẋ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω) ∩ coimL)

}

.

Пару (x̃, ũ) ∈ X1 × Uad будем называть решением задачи оптимального управления, если
J(x̃, ũ) = inf(x,u) J(x, u), где пара (x, u) ∈ X1 × Uad удовлетворяет системе (1)–(3). При этом
управление ũ называется оптимальным управлением.

Теорема 3. Пусть n < 4, λ ∈ [µ1,+∞), (x0, x1) ∈ Tx0
P, причем x0 ∈ H2

0 (Ω) ∩ L4(Ω) и
x1 ∈ L2(Ω) ∩ coimL. Тогда существует решение задачи (1) – (4).

Доказательство. Из теорем 1 и 2 следует, что оператор

(

L
d2

dt2
+M +N(·)

)

: X1 → U

является гомеоморфизмом. Зададим функционал штрафа, используемый в (4) в виде

J(x, u) = J(u) = β(‖x(t)− z(t)‖p
Lp(0,T ;Lp)+

+‖ẋ(t)− ż(t)‖2L2(0,T ;L2)) + (1− β)‖u(t)‖2L2(0,T ;L2),
(18)

где z ∈ Lp(0, T ;Lp)∩L2(0, T ;L2) – заданная целевая функция. Пусть {um} ⊂ Uad – последо-
вательность такая, что

lim
m→+∞

J(um) = inf
u∈Uad

J(u),

тогда из (18) следует, что

‖u(t)‖2L2(0,T ;L2) ≤ C (19)
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при всех m ∈ N. Из (19) следует, что из последовательности {um} можно извлечь слабо
сходящуюся подпоследовательность, которую вновь обозначим {um}, такую, что um → ũ. В
силу теоремы Мазура ũ ∈ Uad. Обозначим за xm = x(um) *-слабое решение уравнения

Lẍm +Mxm +N(xm) = um. (20)

Получим априорные оценки также, как в доказательстве теоремы 2. Теперь можно пе-
рейти почленно к пределу в равенстве (20), устремляя m к бесконечности

L¨̃x+Mx̃+N(x̃) = ũ. (21)

Таким образом, x̃ = x̃(ũ) и lim
m→∞

inf J(xm) ≤ J(x̃). Следовательно, x̃ является решением

задачи оптимального управления (1) – (4).
✷

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 26-21-20022,
https://rscf.ru/project/26-21-20022/.
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The paper investigates the optimal control of solutions to an initial-boundary value problem for
a second-order semilinear Sobolev-type equation with a relatively sectorial operator. The equation
models low-frequency electromagnetic waves in a dispersive transmission line with nonlinear
capacitance. Using the Galerkin method, as well as compactness and monotonicity techniques,
the existence and uniqueness of a solution on an arbitrary time interval are proved. The phase
space of the problem is constructed. As an application of the abstract theory, a mathematical
model of a nonlinear evolutionary dispersive line is considered; the Galerkin sums are constructed
using the eigenfunctions of the Dirichlet problem for the Laplace operator. Furthermore, for this
model, the optimal control problem with a balance-type cost functional is solved.
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