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ОСОБЕННОСТИ ФАЗОВОГО МНОГООБРАЗИЯ ОДНОГО УРАВНЕНИЯ
СОБОЛЕВСКОГО ТИПА

Н.Г. Николаева1, Н.А. Манакова1

1Южно-Уральский государственный университет, г. Челябинск, Российская Федерация

Проблема неединственности решения задачи Коши является одним из фундаментальных
вызовов в теории дифференциальных уравнений, демонстрируя, что даже при кажущейся
полноте постановки дальнейшая эволюция системы может быть непредсказуема. В случае
вырожденных нелинейных моделей математической физики также возможно существование
неединственности решении начальной задачи и возникновение сборок Уитни в фазовых мно-
гообразиях. Исследованы вопросы неединственности решений начально-краевых задач для
уравнений, относящихся к полулинейным уравнениям соболевского типа, и связи неедин-
ственности решений задачи с существованием в фазовом многообразии уравнения сборок и
складок Уитни. Изучена математическая модель Хоффа и выявлены условия накладывае-
мые на параметры уравнения, при которых фазовое многообразие имеет особенности, и су-
ществует несколько решений задачи Шоуолтера – Сидорова в случае, когда размерность ядра
оператора при производной по времени является произвольной.
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Введение

В настоящее время математическое моделирование стало общим подходов к исследо-
ванию различных прикладных задач. При математическом моделировании более нагляд-
но, чем при физическом моделировании, осуществляется контроль и регистрация результа-
тов исследований. Большое количество процессов изучается на основе дифференциальных
уравнений. Проблема неединственности решения задачи Коши является одним из фунда-
ментальных вызовов в теории дифференциальных уравнений, демонстрируя, что даже при
кажущейся полноте постановки дальнейшая эволюция системы может быть непредсказуе-
ма. Классическим примером в области обыкновенных дифференциальных уравнений слу-
жит уравнение y′ =

√

|y|, для которого при нулевом начальном условии существует как
тривиальное решение y ≡ 0, так и бесконечное множество решений, начинающих рост в
произвольной точке. Спектр математических моделей, демонстрирующих эту особенность,
чрезвычайно широк. В [1] исследовано уравнение Бюргерса с малым параметром: в момент
градиентной катастрофы (опрокидывания волны) решение предельного уравнения теряет
единственность и асимптотика возмущенного решения вблизи этой особой точки описыва-
ется с помощью функций сборки Уитни. В [2] исследовано уравнение пластины, у которого
возникает неединственность решений задачи Коши, и показано существования глобально-
го аттрактора с использованием метода обобщенных полупотоков. В случае вырожденных
нелинейных моделей математической физики также возможно существование неединствен-
ности решении и возникновение сборок Уитни. В [3] на примере моделей химических и
биологических реакций – брюсселятора Лефевра – Пригожина и модели Бонгоффера – Ван-
дер-Поля – показано, что в фазовом многообразии возникают сборки Уитни, что напрямую
связывает неединственность решения с теорией катастроф. Обширный класс моделей мате-
матической физики [4,5] основан на полулинейных неклассических уравнениях или системах
уравнений в частных производных, неразрешенных относительно производной по времени.
Одним из примеров таких моделей, содержащих в фазовом многообразии уравнения сборку
Уитни, является модель Хоффа [6]

(µ+∆)ut = αu+ βu3, x ∈ Ω, t ∈ (0, T ), (1)

u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ), (2)

где Ω ⊂ R
n – ограниченная область с границей класса C∞. Модель Хоффа описывает ди-

намику деформации двутавровой балки. Искомая функция u = u(x, t), x ∈ Ω, t ∈ (0, T ),
характеризует отклонения балки от положения равновесия в случае n = 1, а параметр µ ∈ R
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– продольную нагрузку на балку. Параметры α, β ∈ R определяют свойства материала бал-
ки. Изучение вырожденной модели Хоффа в различных аспектах было проведено в [7–11].
Модель (1), (2) относится к классу полулинейных уравнений соболевского типа

Lu̇ =Mu+N(u), kerL 6= 0. (3)

Уравнения представленного класса и начальные задачи для них не удается исследовать
классическими методами в следствие возможного вырождения оператора при старшей про-
изводной, поэтому для их исследования требуется развитие новых и модификации уже из-
вестных методов исследования.

Одним из первых начально-краевую задачу для уравнения (1) начал изучать Н.А. Си-
доров [8]. В этой работе была отмечена принципиальная неразрешимость задачи Коши
(u(x, 0)− u0(x) = 0) при произвольном начальном значении в случаю вырожденности урав-
нения (1). Рассмотрение условия Шоуолтера – Сидорова [12]

L (u(x, 0) − u0(x)) = 0 (4)

позволяет избежать не существования решений задачи Коши, однако возможна неединствен-
ность решения задачи (3), (4). Г.А. Свиридюком был построен метод фазового простран-
ства [13], основанный на изучении структуры множества допустимых начальных значений

B = {u ∈ U : 〈(I−Q) (Mu+N(u))〉 = 0}, (5)

понимаемого как фазовое многообразие уравнения (3). Проблема неединственности решения
задачи Шоуолтера – Сидорова приобретает особую глубину при рассмотрении ее в контек-
сте теории особенностей Уитни, которая позволяет описывать точки ветвления решений и
топологическую структуру множеств, где единственность решения нарушается. Вопросы
неединственности решений уравнений и систем уравнений, сводящихся к абстрактным по-
лулинейным уравнениям соболевского типа (3) и связи неединственности решений (3), (4) с
существованием в фазовом многообразии (5) уравнения сборок и складок Уитни были осве-
щены в [5,14,15]. Само понятие сборок и складок возникло при развитии теории катастроф.
Математическую теорию катастроф применяют в различных областях, не только в приклад-
ной математике, физике, так же ее применяют и к экономическим системам [16, 17]. В [3]
впервые было показано существование особенностей в фазовом многообразии уравнений,
относящихся к соболевскому типу. В случае, когда фазовым многообразием уравнения слу-
жит простое банахово C∞-многообразие, следует единственность решения задачи (3), (4).
Совсем иная ситуация получается в случае, когда фазовое многообразие уравнения лежит
на многообразии, содержащем особенность, например, k-сборку Уитни [11], тогда может
быть неединственность решений задачи Шоуолтера – Сидорова (3), (4).

В [10] были приведены условия для уравнения (1), при которых фазовым многообрази-
ем уравнения служит простое банахово C∞-много-образие. В [9] были найдены условия на
параметры уравнения (1), при которых фазовое многообразие (7) уравнения имеет особенно-
сти в случае dimker(µ+∆) = 1 и dimker(µ+∆) = 2. Целью данного исследования является
изучение модели (1), (2) и выявление условий накладываемых на параметры α, β, при кото-
рых фазовое многообразие имеет особенности и существует несколько решений задачи (1),
(2), (4) при dimker(µ +∆) = m,m ∈ N.

1. Особенности фазового многообразия

Исследуем морфологию фазового многообразия уравнения (1) с условием (2) в случае
Ω ⊂ R

n, n ∈ N. Найдем условия, накладываемые на параметры уравнения α, β, при кото-
рых фазовое многообразие имеет особенности и вытекает неединственность решения задачи
Шоуолтера – Сидорова.

Редуцируем задачу (1), (2) к уравнению (3). Положим U =
◦

W 1
2 (Ω), F =W−1

2 (Ω). Опера-
торы L,M определим формулами

〈Lu, v〉 =
∫

Ω

(µu−∇u · ∇v)dx, ∀u, v ∈ U,

〈Mu, v〉 =
∫

Ω

αuv dx, ∀u, v ∈ U,
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где 〈·, ·〉 – скалярное произведение в L2(Ω). Заметим, что оператор L ∈ L(U,F), M ∈ L(U,F),
спектр σ(L) оператора L вещественен, дискретен, конечнократен и сгущается к ∞. Теперь
построим оператор N

〈N(u), v〉 = β

∫

Ω

u3v dx ∀u, v ∈ U.

В силу неравенства Гельдера

|〈N(u), v〉| ≤ |β‖u‖3L4(Ω)‖v‖L4(Ω),

оператор N : L4(Ω) → (L4(Ω))
∗ ∼= L4/3(Ω). При n ≤ 4 вложение

◦

W 1
2 (Ω) →֒ L4(Ω) плотно и

непрерывно, а значит плотно и непрерывно вложение L4/3(Ω) →֒ W−1
2 (Ω). Отсюда следует

действие оператора N : U → F.

Лемма 1. [11] При любых µ ∈ R, α ∈ R\{0} оператор M(L, 0)-ограничен.

Отметим, что условие Шоуолтера – Сидорова (4) для уравнения (1) примет вид

(µ +∆) (u(x, 0) − u0(x)) = 0, x ∈ Ω. (6)

В работе [3] было введено определение k-сборки Уитни. Дадим модифицированное опреде-
ление k-сборки Уитни фазового многообразия (5) в случае dimker(µ+∆) = m.

Определение 1. Пусть B – банахово пространство, функция G ∈ C∞ (Rm ×B;R). Урав-

нение G(s, v) = 0 определяет k-сборку Уитни над открытым множеством B
′

⊂ B, если
существуют функции g0, g11, ...,

g1m, ..., gk1, ...gkm ∈ C∞(B
′

;R) такие, что это уравнение эквивалентно уравнению

0 = g0(v) +

m
∑

i=1

g1isi + ...+

m
∑

i=1

g2is
2
i + ...+

m
∑

i=1

gkis
k+1
i ∀v ∈ B

′

.

Рассмотрим однородную задачу Дирихле для оператора Лапласа (−∆). Обозначим че-
рез {λk} семейство собственных значений рассматриваемой задачи, занумерованных с уче-
том кратности. В случае если µ = λk и dimker(µ+∆) = m, то рассматриваемому собствен-
ному значению λk соответствуют несколько собственных функций ϕk1(x, y), ϕk2(x, y), ...,
ϕkm(x, y), тогда u представим в виде u = s1ϕk1 + s2ϕk2 + ... + smϕkm + u⊥, u⊥ ∈ U⊥ = {u ∈
L4(Ω) : 〈u, ϕki〉 = 0, i = 1,m}.

Пример 1. В качестве примера рассмотрим Ω = (0, l1)× (0, l2), тогда собственное значение
и функции примут вид

λk =

(

πp

l1

)2

+

(

πq

l2

)2

,

ϕk1(x, y, z) =

√

4

l1l2
sin

πpx

l1
sin

πqy

l2
,

ϕk2(x, y, z) =

√

4

l1l2
sin

πqx

l1
sin

πpy

l2
, p, q ∈ N.

Таким образом в зависимости от значений коэффициента µ, параметров области l1 и l2
dimker(µ+∆) может быть равна 1 или 2. В каждом из случаев функция u будет задаваться
следующим образом. Например, в случае dimker(µ+∆) = 1 функция u соответствует виду
u = s1ϕk1+u

⊥, u⊥ ∈ U⊥ = {u ∈ L4(Ω) : 〈u, ϕk1〉 = 0}, а в случае dimker(µ+∆) = 2, функция u
соответствует виду u = s1ϕk1 + s2ϕk2 +u

⊥, u⊥ ∈ U⊥ = {u ∈ L4(Ω) : 〈u, ϕk1〉 = 0, 〈u, ϕk2〉 = 0}.
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В работе [10] был построен ортогональный проектор

Q = I−

m
∑

i=1

〈·, ϕki〉ϕki

и показано, что фазовое многообразие (5) для уравнения (1) примет вид

B =







u ∈ U :

∫

Ω

(α+ βu2)uϕkidx = 0, i = 1,m







, (7)

где ϕki – собственные функции однородной задачи Дирихле оператора Лапласа (−∆) при
условии, что µ = λk.

Построение фазового многообразия впервые для уравнения (1) было получено в работе
[10] в случае dimkerL = 1. Приведем основные результаты работы.

Лемма 2. [10] Пусть 0 ∈ σ(L) и n ≤ 4. Тогда для любого v ∈ L, где L = {u ∈ L4(Ω) :
〈u, ϕki〉 = 0, i = 1,m} существует единственный вектор ψ ∈ kerL такой, что u = ψ + v ∈
B.

Теорема 1. [10] Пусть dimkerL = 1, kerL = span{ϕ}, ‖ϕ‖L2(Ω) = 1. Для любого u⊥ ∈ U

существует единственное число s ∈ R такое, что вектор sϕ+ u⊥ ∈ B. Другими словами,
s – единственный корень уравнения

s3‖ϕ‖4L4
+ 3s2

∫

Ω

ϕ3u⊥ dx+ 3s

∫

Ω

ϕ2(u⊥)2 dx+ αβ−1 +

∫

Ω

ϕ(u⊥)3 dx = 0.

Замечание 1. В работе [10] было показано, что фазовое многообразие (7) уравнения (1) при
αβ > 0 является простым банаховым C∞-многообразием. При таких условиях существует
единственное решение задачи Шоуолтера – Сидорова (3), (4). Неединственность решения
задачи Шоуолтера – Сидорова (3), (4) возникает в случае, когда фазовое многообразие
уравнения (1) содержит особенности, например, k-сборку Уитни.

Перейдем к исследованию случая, когда αβ < 0 и фазовое многообразие содержит осо-

бенности. Представим u =
m
∑

i=1
siϕki + u⊥, тогда множество B C∞-диффеоморфно пересече-

нию множеств:

Bi =
{

(s1, s2, ..., sm, u
⊥) ∈ R

m × L4(Ω) :
〈

(α
m
∑

i=1
siϕki + u⊥ + β(

m
∑

i=1
siϕki + u⊥)3), ϕki

〉

= 0

}

, i = 1,m.
(8)

Множество B описывает фазовое многообразие уравнения (1). Сформулируем теорему о
структуре фазового многообразия задачи (1), (2).

Теорема 2. (i) Пусть αβ > 0, тогда фазовым многообразием B уравнения (1) служит
простое банахово C∞-многообразие, моделируемое подпространством, являющемся допол-
нением к ker(µ+∆).
(ii) Пусть αβ < 0 и dimker(µ + ∆) = m, тогда фазовое многообразие B уравнения (1)
содержит 2-сборку Уитни.

Доказательство. Доказательство пункта (i) справедливо согласно лемме 2 и теореме 1.
Для доказательства пункта (ii) представим множество B (8) в случае dimker(µ + ∆) = m
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следующим образом:

Bi =
{

(s1, s2, ..., sm, u
⊥) ∈ R

m × L4(Ω) :

(
m
∑

i=1
si)

3‖ϕki‖
4
L4(Ω) + 3(

m
∑

i=1
si)

2
∫

Ω

ϕ3
ki
u⊥ dx +

+ 3
m
∑

i=1
si

∫

Ω

ϕ2
ki
(u⊥)2 dx+ αβ−1 +

∫

Ω

ϕki(u
⊥)3 dx = 0

}

, i = 1,m.

(9)

Таким образом, согласно определению 1 множество B содержит 2-сборку Уитни.

Замечание 2. Рассмотрим классификацию особенностей фазовых многообразий уравне-
ний соболевского типа на основе особенностей дифференцируемых отображений теории ка-
тастроф [16]. В данной теории рассматривают уравнение вида ds

dt = F (s), где F (s) – потен-
циальная функция. По классификации особенностей Р. Тома [18] функция F (s) распадается
на росток (старшая степень многочлена) и возмущение (остаток). Таким образом, для фа-
зовых многообразий (9) можно выделить следующие типы особенностей:
1) 2-сборка Уитни, которая возникает при dimker(µ+∆) = m и ростке s4;
2) ласточкин хвост – dimker(µ+∆) = 3 и ростке s5;
3) эллиптическую омбилику – dimker(µ+∆) = 3 и ростке от двух переменных s31 + s32;
4) гиперболическую омбилику – dimker(µ+∆) = 3 и ростке от двух переменных s31 − s1s

2
2.

2. Исследование неединственности решения

В теории полулинейных уравнений соболевского типа выделяют два ключевых на-
правления исследования задачи Шоуолтера – Сидорова (3), (4): теория вырожденных (по-
лу)групп операторов, а также теорию s-монотонных и p-коэрцитивных операторов. Первый
подход позволяет доказывать существование классического локального решения [10], второй
подход – существование слабо обобщенного решения.

Определение 2. [19] Вектор-функция u = u(t) называется квазистационарной траекто-
рией уравнения (3), если (I−Q) 〈M +N〉 (u(t)) = 0, t ∈ (0;T ) при некотором T ∈ R+. Если
квазистационарная траектория уравнения (3) удовлетворяет условию Шоуолтера – Сидо-
рова (4), то она называется квазистационарной траекторией уравнения (3), проходящей
через точку u0.

Замечание 3. Стоит отметить, что любое стационарное решение уравнения (3) будет
квазистационарной траекторией, однако, обратное ут-вер-ждение неверно. Любое решение
уравнения (3) будет квазистационарной траекторией, если оператор M (L, 0)-ограничен и
kerL 6= {0}. Отметим, что оператор M в уравнении (1) является M(L, 0)-ограничен.

На основе теории вырожденных (полу)групп операторов и теоремы о неявной функ-
ции были получены условия существования единственной квазистационарной траектории
уравнения (3).

Теорема 3. [19] Пусть оператор M(L, p)-ограничен. Пусть в точке u0 множество B

является простым банаховым Ck-многообразием. Тогда существует единственная квази-
стационарная траектория уравнения (3), проходящая через точку u0.

В случае, когда множество B содержит 2-сборку Уитни, выявление количества реше-
ний задачи (1), (2), (6) в общем случае вызывает трудности. Применить один общий метод
невозможно. Рассмотрим один из случаев, при котором удается выявить количество реше-
ний изучаемой задачи. Отметим, что множество B, описывается системой множеств Bi,
которые определяются алгебраическими уравнениями третьей степени. В соответствии с
формулами Кардано любое кубическое уравнение общего вида с помощью замены можно
привести к канонической форме as3 + bs2 + cs + d = 0. Предположим найдутся такие пары
γi, δi ∈ R, i = 1,m, что при подстановке vi = γisi + δisi, в уравнения (8), определяющие
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множество Bi примут следующий вид:














a1v
3
1 + b1v

2
1 + c1v1 + d1 = 0,

a2v
3
2 + b2v

2
2 + c2v2 + d2 = 0,

....

amv
3
m + bmv

2
m + cmvm + dm = 0.

(10)

Тогда для каждого уравнения системы (10) можно определить:

Qi =

(

3aici − b2i
9a2i

)3

+
1

4

(

2b3i
27a3i

−
bici

3a2i
+
di

ai

)2

,

Ri = v2i ‖ϕki‖
4
L4(Ω) + 2vi

∫

Ω

ϕ3
kiu

⊥ dx+

∫

Ω

ϕ2
ki(u

⊥)2 dx,

i = 1, 2, ...,m,

(11)

и ввести следующие множества

(Ui)
⊥
+ = {u ∈ U⊥ : Qi(u) > 0},

(Ui)
⊥
0 = {u ∈ U⊥ : Ri(u) = 0}, (Ui)

⊥
− = {u ∈ U⊥ : Qi(u) < 0}, i = 1, 2, ...,m.

Теорема 4. Пусть αβ < 0. Тогда, если для всех i = 1, 2, ...,m и
(i) для любого u ∈ (Ui)

⊥ ∩ (Ui)
⊥
+ существует ровно одно решение каждого уравнения си-

стемы (10);
(ii) для любого u ∈ (Ui)

⊥ ∩ (Ui)
⊥
+ ∪ (Ui)

⊥
0 существует от двух до 3m− 1 решений уравнения

системы (10);
(iii) для любого u ∈ (Ui)

⊥ ∩ (Ui)
⊥
− существует 3m решений уравнения из системы (10).

Доказательство. Теорема справедлива в силу формул Кардано (11) для уравнений системы
(10).

Теорема 5. Пусть αβ < 0 и dimker(µ+∆) = m и ∃γi, δi, i = 1, 2, ..,m, такие что справед-
ливо (10). Тогда, если для всех i = 1, 2, ...,m и
(i) для любого u0 ∈ (Ui)

⊥ ∩ (Ui)
⊥
− существует 3m решений задачи (1), (2), (6);

(ii) для любого u0 ∈ (Ui)
⊥ ∩ (Ui)

⊥
+ ∪ (Ui)

⊥
0 существует от 2 до 3m − 1 решений задачи (1),

(2), (6);
(iii) для любого u0 ∈ (Ui)

⊥ ∩ (Ui)
⊥
+ существует единственное решение задачи (1), (2), (6).

Доказательство. (i) Возьмем точку u0 ∈ (Ui)
⊥ ∩ (Ui)

⊥
−. Согласно теореме 4, существуют

три решения wi
j , j = 1, 3, i = 1,m для i-го уравнения из системы (10) и три решения wi+1

j

для i + 1 уравнения из системы (10), а значит, точка u0 служит образом трех точек u0j =

wi
jϕki + wi+1

j ϕki+1
+ u⊥ ∈ B, j = 1, 3, i = 1,m. Но при обратной замене на si точка u0 будет

служит образом уже для 3m точек. Согласно теореме 3 о существовании решения задачи
Шоуолтера – Сидорова задача (1), (2), (6) будет иметь 3m различных решения.

(ii) Возьмем точку u0 ∈ (Ui)
⊥∩ (Ui)

⊥
+∪ (Ui)

⊥
0 . Согласно теореме 4, существуют от двух до

3m решений системы уравнения (10), а значит, точка u0 служит образом от 2 до 3m точек
принадлежащих B.

(iii) Возьмем точку u0 ∈ (Ui)
⊥ ∩ (Ui)

⊥
+. Согласно теореме 4, существует одно решение wi

и wi+1 уравнения из системы (10), а значит, точка u0 служит образом только одной точки
u0 = wiϕki +wi+1ϕki+1

+u⊥ ∈ B или после обратной замены u = s1ϕk1 + s2ϕk2 +u⊥, u⊥ ∈ B.
Согласно теореме 3 о существовании решения задачи Шоуолтера – Сидорова задача (1), (2),
(6) будет иметь только одно решение.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 26-21-20103,
https://rscf.ru/project/26-21-20103/.
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PECULIARITIES OF THE PHASE MANIFOLD OF ONE SOBOLEV-TYPE
EQUATION

N.G. Nikolaeva1, N.A. Manakova1

1South Ural State University, Chelyabinsk, Russian Federation
E-mail: nikolaevang@susu.ru, manakovana@susu.ru

The problem of the non-uniqueness of the solution of the Cauchy problem is one of the
fundamental challenges in the theory of differential equations, demonstrating that even with the
apparent completeness of the formulation, the further evolution of the system can be unpredictable.
In the case of degenerate nonlinear models of mathematical physics, it is also possible that the
solution of the initial problem may not be unique and that Whitney assemblies may appear in
phase manifolds. The issues of non-uniqueness of solutions to initial boundary value problems
for equations related to semilinear Sobolev type equations and the connection between the non-
uniqueness of solutions to the problem and the existence of the Whitney equation of assemblies
and folds in the phase manifold are investigated. The mathematical Hoff model is studied and
the conditions imposed on the parameters of the equation are revealed, under which the phase
manifold has singularities, and there are several solutions to the Showalter–Sidorov problem in the
case when the dimension of the kernel of the operator with a time derivative is arbitrary.

Keywords: Sobolev type equations; Whitney assemblies; phase space method.
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