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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíû âîïðîñû êîððåêòíîñòè íåêîòîðûõ îáðàòíûõ çà-
äà÷ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, âîçíèêàþùèõ ïðè îïèñàíèè ïðîöåññîâ òåïëîìàññî-
ïåðåíîñà. Ïî äàííûì ïåðâîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è è óñëîâèþ Íåéìàíà íà áîêîâîé
ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà (òàêèì îáðàçîì, íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà çàäàíû äàí-
íûå Êîøè) âîññòàíàâëèâàþòñÿ ðåøåíèå ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà è
êîýôôèöèåíò ýòîãî óðàâíåíèÿ, ïðèíàäëåæàùèé ÿäðó íåêîòîðîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà è õàðàêòåðèçóþùèé ïàðàìåòðû ñðåäû. Íåèçâåñòíûé êîýô-
ôèöèåíò ìîæåò â òîì ÷èñëå âõîäèòü è â ãëàâíóþ ÷àñòü äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà.
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ èùåòñÿ â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèì ïîêàçà-
òåëåì ñóììèðóåìîñòè, à íåèçâåñòíûé êîýôôèöèåíò â êëàññå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.
Ïîêàçàíî, ÷òî ëîêàëüíî ïî âðåìåíè çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííîå óñòîé÷èâîå ðåøåíèå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îáðàòíàÿ çàäà÷à; òåïëîìàññîïåðåíîñ; êðàåâàÿ çàäà÷à; ïàðàáîëè-

÷åñêîå óðàâíåíèå; êîððåêòíîñòü; äèôôóçèÿ.

Ââåäåíèå

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå

ut − L0u− qL1u = f, (x, t) ∈ Q = G× (0, T ), (1)

ãäå G � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå Rn (n ≥ 2) ñ ãðàíèöåé Γ, S = Γ × (0, T )
è Li (i = 0, 1) � îïåðàòîðû âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ïåðåìåííûì x1, x2, ..., xn. Óðàâíåíèå (1)
äîïîëíÿåòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

u|t=0 = u0(x), (2)

êðàåâûìè óñëîâèÿìè
u|S = φ(x, t) (3)

è äàííûìè ïåðåîïðåäåëåíèÿ
∂u

∂n

∣∣∣
S
= ψ(x, t), (4)

ãäå n � âíåøíÿÿ åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê Γ. Óñëîâèå (4) òàêæå ìîæåò áûòü çàìåíåíî íà óñëîâèå
âèäà

l(u)|S = ψ(x, t), l(u) =

n∑
i=1

bi(x, t)uxi + b0(x, t)u, (5)

ãäå b⃗ = (b1, b2, . . . , bn) � ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå â Q òàêîå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé
δ0 > 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|
n∑

i=1

bi(x, t)ni| ≥ δ0 ∀(x, t) ∈ S.
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ßñíî, ÷òî ïðè ïîäõîäÿùèõ óñëîâèÿõ íà âåêòîð b⃗ è ôóíêöèþ b0 çàäà÷è (1)�(4) è (1)�(3), (5)
ýêâèâàëåíòíû. Ìû ðàññìàòðèâàåì îáðàòíóþ çàäà÷ó îá îïðåäåëåíèè âìåñòå ñ ðåøåíèåì u
óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì (2), (3), (5) íåèçâåñòíîé ôóíêöèè q(x, t), êîòî-
ðàÿ óäîâëåòâîðÿåò äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ l(q) = 0 â Q. Ïîäîáíûå ïîñòàíîâêè â òîì èëè
èíîì âèäå èìåþòñÿ â ëèòåðàòóðå (ñì., íàïðèìåð, [1]). Ôàêòè÷åñêè ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî
ôóíêöèÿ q íå çàâèñèò îò îäíîé èç ïåðåìåííûõ. Ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè
âîçíèêàþò ïðè îïèñàíèè ïðîöåññîâ òåïëîìàññîïåðåíîñà, äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ, ïðîöåñ-
ñîâ ôèëüòðàöèè è âî ìíîãèõ äðóãèõ îáëàñòÿõ (ñì., íàïðèìåð, [2, 3]). Çàäà÷è ñ óñëîâèÿìè
ïåðåîïðåäåëåíèÿ, çàäàííûìè íå íà ãðàíèöå öèëèíäðà, à íà íåêîòîðûõ âíóòðåííèõ ìíîãîîá-
ðàçèÿõ (â ÷àñòíîñòè, íà ïëîñêîñòÿõ, ïåðåñåêàþùèõ G), ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ Áåëîâà
Þ.ß., Àíèêîíîâà Þ.Å. è ðÿäà äðóãèõ àâòîðîâ (ñì. [4�7] è èìåþùóþñÿ òàì áèáëèîãðàôèþ).
Äîâîëüíî ïîäðîáíî îáðàòíûå çàäà÷è ñ äàííûìè Êîøè íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà
áûëè ðàññìîòðåíû â ñëó÷àå n = 1 (ñì. [8]. Ðÿä ðåçóëüòàòîâ ïî îáðàòíûì çàäà÷àì ñ äàííûìè
Êîøè íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà èçëîæåí â ìîíîãðàôèÿõ [9, 10], ãäå â îñíîâíîì ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé n = 1, è íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû èëè ïðàâàÿ ÷àñòü çàâèñÿò ëèøü
îò ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Ìû òàêæå ñîøëåìñÿ íà ìîíîãðàôèè [12, 13], ãäå ìîæíî
íàéòè áèáëèîãðàôèþ è ðÿä ðåçóëüòàòîâ, ïîñâÿùåííûõ ïàðàáîëè÷åñêèì îáðàòíûì çàäà÷àì.
Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû � ïîëó÷èòü òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé (u, q)
çàäà÷è (1)�(3), (5) â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà. Ðåçóëüòàòû áûëè àíîíñèðîâàíû â [14].

1. Îïðåäåëåíèÿ è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ìû èñïîëüçóåì ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà Lp(G) è ïðîñòðàíñòâà C
k(G), ñîñòîÿùèå èç ôóíê-

öèé, èìåþùèõ â îáëàñòè G âñå ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà k âêëþ÷èòåëüíî, íåïðåðûâíûå â G
è äîïóñêàþùèå íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå íà çàìûêàíèå G. Îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâ
Ñîáîëåâà W s

p (G) ÿâëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûìè (ñì. [15, 16]). Ñèìâîë Bs
p,p(G) îáîçíà÷àåò ïðî-

ñòðàíñòâî Áåñîâà. Äëÿ äàííîãî èíòåðâàëà J = (0, T ), ïîëîæèì Q = G × J è W s,r
p (Q) =

Lp(J ;W
s
p (G)) ∩ Lp(G;W

r
p (J)), ñîîòâåòñòâåííî, W

s,r
p (S) = Lp(J ;W

s
p (Γ)) ∩ Lp(Γ;W

r
p (J)). Àíà-

ëîãè÷íî îïðåäåëÿåì àíèçîòðîïíûå ïðîñòðàíñòâà Ãåëüäåðà è Áåñîâà (ñì. [15, 16]). C÷èòàåì,
÷òî îáëàñòü Ω îãðàíè÷åíà è ∂Ω ∈ C2. Ìû ãîâîðèì, ÷òî Γ = ∂G ∈ Cβ (β ≥ 1), åñëè äëÿ
êàæäîé òî÷êè x0 ∈ Γ ñóùåñòâóåò êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü è îêðåñòíîñòü U ýòîé òî÷êè ñî
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò y, ïîëó÷åííîé èç èñõîäíîé ïîñëå
âðàùåíèÿ è ïåðåíîñà íà÷àëà êîîðäèíàò òàê, ÷òî îñü yn íàïðàâëåíà ïî íîðìàëè ê Γ â x0, äëÿ
íåêîòîðûõ ïîñòîÿííûõ d, r > 0 èìååì

U ∩G = {y ∈ Rn : y′ ∈ Br, ω(y
′) < yn ≤ ω(y′) + d}, y′ = (y1, . . . , yn−1),

U ∩ (Rn \G) = {y ∈ Rn : ω(y′)− d ≤ yn < ω(y′)},

Γ ∩ U = {y ∈ Rn : y′ ∈ Br, yn = ω(y′)}, ω ∈ Cβ(Br),

ãäå Br = {y′ : |y′| < r} è áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî Mr < d/4, ãäå M � ïîñòî-
ÿííàÿ Ëèïøèöà ôóíêöèè ω â Br. Åñëè óñëîâèå Γ ∈ C2 âûïîëíåíî, òî íîðìà â ïðîñòðàíñòâå
W s

p (Γ) (èëè â ïðîñòðàíñòâå B
s
p,p(Γ)) (s ≤ 2) ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì.

[15]). Ïóñòü {Uj}mj=1 îòêðûòîå ïîêðûòèå Γ îáëàñòÿìè âèäà U èç âûøåïðèâåäåííîãî îïðåäå-
ëåíèÿ è {φj}mj=1 � ñîîòâåòñòâóþùåå áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîå ðàçáèåíèå åäèíèöû. Äëÿ
êàæäîãî j ìîæåì îïðåäåëèòü ïðåîáðàçîâàíèå z′ = y′, zn = yn−ω(y′) âûïðÿìëÿþùåå ãðàíèöó
(y � ëîêàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò). Òîãäà

∥u∥W s
p (Γ)

=
( m∑
j=1

∥φju(x(y(z
′, 0)))∥pW s

p (Br)

)1/p
, z′ = (z1, z2, . . . , zn−1).
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Íîðìû, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì íàáîðàì {Uj}mj=1 è ïîêðûòèÿì ãðàíèöû {φj}mj=1, ýêâèâà-
ëåíòíû. Çäåñü ñèìâîë W s

p ìîæåò áûòü çàìåíåí íà ñèìâîë Bs
p,p. Îòìåòèì, ÷òî ïðåîáðàçîâà-

íèÿ êîîðäèíàò x → y → z â êàæäîé èç îáëàñòåé Uj , âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íû. Îáîçíà÷èì
Qγ = G× (0, γ), Sγ = ∂G× (0, γ). Îòíîñèòåëüíî äàííûõ ïðåäïîëàãàåì, ÷òî

u0, l(u0) ∈ B
2− 2

p
p,p (G), φ ∈ C2,1(S), ψ ∈ B

2− 1
p
,1− 1

2p
p,p (S), (6),

ãäå çäåñü è äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî p > n + 2. Ýòî óñëîâèå ãàðàíòèðóåò, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ
u ∈ W 2,1

p (Q) ïðèíàäëåæèò íà ñàìîì äåëå êëàññó C1+β,(1+β)/2(Q) äëÿ íåêîòîðîãî β > 0 (ñì.
ëåììó 3.3 ãë. 2 â [16].

Çàïèøåì óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ â âèäå

u0|Γ = φ(x, 0), l(u0)|Γ = ψ(x, 0). (7)

Ñ÷èòàåì, ÷òî

bi ∈ C2,1(Q) (i = 0, 1, . . . , n),

n∑
i=1

bini|S < 0, b0 ≥ δ1 > 0 (8)

äëÿ âñåõ (x, t) ∈ Q è íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé δ1 > 0. Ïóñòü

f(x, t) ∈ Lp(Q), l(f) ∈ Lp(Q), f |S∈ C(S). (9)

Âûðàæåíèå l(f) çäåñü ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Ïóñòü L0, L1 èìå-
þò âèä

Liu =

n∑
ij=1

aki,juxixj + aki uxi + ak0u (k = 0, 1).

Îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ îïåðàòîðîâ L0, L1 ïðåäïîëàãàåì, ÷òî

akij ∈W 1
∞(Q), aki , a

k ∈W 1
p (Q), aki |S , ak0 |S∈ C(S). (10)

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (6)�(10) ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ Φ ∈ W 2,1
p (Q) : l(Φ) ∈ W 2,1

p (Q) è
Φ|t=0 = u0, Φ|S = φ, l(Φ)|S = ψ. Ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ôóíêöèè Φ âûòåêàåò èç ñòàíäàðòíûõ
òåîðåì î ïðîäîëæåíèè (ñì., íàïðèìåð, òåîðåìó 7.6 â [18]). Ìîæíî ïîêàçàòü, èñïîëüçóÿ ïðåä-
ñòàâëåíèå (20) íèæå è íàøè óñëîâèÿ, ÷òî L0Φ|S , L1Φ|S ∈ C(S). Ôóíêöèÿ Φ îïðåäåëÿåòñÿ íå
åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Ìû äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìîæíî ïîñòðîèòü ôóíêöèþ
Φ ñ âûøåóêàçàííûìè ñâîéñòâàìè, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

|L1Φ| ≥ δ2 > 0 (11)

äëÿ âñåõ (x, t) ∈ S è íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé δ2 > 0. Äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè îñíîâíîé òåîðåìû
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íåðàâåíñòâî (11) âûïîëíÿëîñü ëèøü ëîêàëüíî ïî âðåìåíè, ò.å. äëÿ âñåõ
(x, t) ∈ Sγ äëÿ íåêîòîðîãî γ > 0. Ìû ïðåäïîëîæèëè âûïîëíåíèå (11) íà âñåé ãðàíèöå S
ëèøü äëÿ óäîáñòâà èñïîëüçîâàíèÿ. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ q0 ∈ C(Q) êàê ðåøåíèå çàäà÷è (ñì.
ëåììó 3 íèæå)

l(q0) = 0, −q0|S = (f − φt + L0Φ)/L1Φ|S .

Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îïåðàòîð L = L0+q0L1 ýëëèïòè÷åí, ò.å. ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ
δ3 > 0 :

n∑
i,j=1

(a0ij + q0a
1
ij)ξiξj ≥ δ3|ξ|2, ∀(x, t) ∈ Q, ∀ξ ∈ Rn. (12)
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Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü p > n+2, è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (6)�(12). Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå γ0 > 0,
÷òî íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè [0, γ0] ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (u, q) çàäà÷è (1)�
(3), (5) òàêîå, ÷òî

u ∈W 2,1
p (Qγ0), l(u) ∈W 2,1

p (Qγ0), q ∈ C(Qγ0), l(q) = 0.

2. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

Âíà÷àëå ìû ïðèâåäåì íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 1. Ïóñòü b ∈ Lp(Q). Åñëè p > max(q, (n+ 2)/2) (q ∈ (1,∞)), òî

∥bu∥Lq(Qτ ) ≤ cτ
1−n+2

2p ∥u∥
W 2,1

q (Qτ )
,

If p > max(q, n+ 2), òî

∥b∇u∥Lp(Qτ ) ≤ cτ
1/2− (n+2)

2p ∥u∥
W 2,1

q (Qτ )
.

Ïîñòîÿííàÿ c > 0 íå çàâèñèò îò τ ≤ T è u ∈W 2,1
q (Qτ ).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû ñîäåðæèòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 9.1 ãë. 4 â [16].

Ëåììà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (8), (12) è p > n+2. Òîãäà äëÿ g ∈ Lp(Q
γ) (γ ∈ (0, T ])

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u ∈W 2,1
p (Qγ) çàäà÷è

ut − Lu = g, (13)

u|t=0 = 0, l(u)|S = 0, (14)

óäîâëåòâîðÿþùåå îöåíêå

∥u∥
W 2,1

p (Qγ)
≤ c∥g∥Lp(Qγ), (15)

ãäå ïîñòîÿííàÿ c íå çàâèñèò îò γ. Åñëè ôóíêöèÿ l(g) îïðåäåëåíà (â ñìûñëå òåîðèè îáîá-

ùåííûõ ôóíêöèé) è l(g) ∈ Lp(Q
γ), òî ðåøåíèå çàäà÷è (12), (13) îáëàäàåò ñâîéñòâîì

l(u) ∈W 2,1
p (Qγ) è óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

∥u∥
W 2,1

p (Qγ)
+ ∥l(u)∥

W 2,1
p (Qγ)

≤ c(∥g∥Lp(Qγ) + ∥l(g)∥Lp(Qγ)). (16)

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû ìîæåò áûòü íàéäåíî â ðàáîòå [17].

Ëåììà 3. Ïóñòü φ0 ∈ C(S), è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (8). Òîãäà ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è

l(u) = 0, u|S = φ0 èç ïðîñòðàíñòâà C(Q), óäîâëåòâîðÿþùåå îöåíêå

∥u∥C(Q) ≤ c∥φ0∥C(Q).

Ê ñîæàëåíèþ, ìû íå íàøëè ïðÿìîé ññûëêè íà ýòîò ðåçóëüòàò. Îäíàêî, ýòî óòâåðæäåíèå
ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ε-ðåãóëÿðèçàöèè, àïðèîðíîé îöåíêè èç
ëåììû, âûòåêàþùåé èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà, è íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ðàññóæäåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà. Ïóñòü u � ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3), (5) èç
óêàçàííîãî â òåîðåìå 1 êëàññà. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ u = v + Φ, q = q0 + q1, ãäå
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ôóíêöèÿ Φ ïðîäîëæåíèå êðàåâûõ óñëîâèé âíóòðü îáëàñòè, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (11)
(ñì. ïîñòðîåíèå ôóíêöèè q0). Ïîëó÷èì, ÷òî ôóíêöèÿ v åñòü ðåøåíèå çàäà÷è

vt − L0v − (q0 + q1)(L1v + L1Φ) = f − Φt + L0Φ,

èëè
vt − Lv − q1(L1v + L1Φ) = f − Φt + L0Φ+ q0L1Φ = g, (17)

v|t=0 = 0, l(v)|S = 0, (18)

v|S = 0, (19)

ãäå L = L0 + q0L1. Ïîñêîëüêó Γ ∈ C2, ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ïîêðûòèå {Uj} ãðàíèöû Γ
îáëàñòÿìè Uj èç îïðåäåëåíèÿ ãëàäêîñòè ãðàíèöû. Ôèêñèðóåì j è ðàññìîòðèì îäíó èç îáëà-
ñòåé U = Uj . Ïåðåéäåì ê ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò y è çàòåì ïðîèçâåäåì âûïðÿìëåíèå
ãðàíèöû zn = yn − ω(y′), zi = yi. Îïåðàòîð l çàïèøåòñÿ â âèäå:

l(v) =

n∑
i=1

b̃iuyi + b̃0u

è çàòåì â âèäå

l(v) =
n∑

i=1

αi(z)vzi + α0(z)v, αn(z) = b̃n(y(z))−
n−1∑
i=1

b̃i(y(z))ωzi .

Ïðè zn = 0 èìååì

|αn(z)|(1 + |∇zω|2)−1/2 = |
n∑

i=1

bini(x(y(z
′, 0)))| ≥ δ0 > 0.

Ìîæåì çàïèñàòü

vzn =
1

αn(z)
(l(v)−

n−1∑
i=1

αi(z)vzi − α0(z)v).

Íàõîäÿ âûðàæåíèå äëÿ îïåðàòîðîâ Lk (k = 0, 1) â ïåðåìåííûõ z è çàìåíÿÿ ïðîèçâîäíóþ
vzn , ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå

Lkv =

n−1∑
i,j=1

βkijvzizj + 2

n−1∑
i=1

βkin
∂

∂zi
l(v) + βknnl(l(v)) +

n−1∑
i=1

βki vzi + βknl(v) + βk0v, (20)

ãäå

βknn(z
′, 0) =

∑n
i,j=1 a

k
ijninj

(
∑n

i=1 bini)
2
(x(y(z′, 0))). (21)

Èç ïðåäñòàâëåíèÿ âèäíî, ÷òî êîýôôèöèåíòû βknn íå çàâèñÿò îò ñèñòåì êîîðäèíàò y, z â äàí-
íîé òî÷êå íà Γ. Ïîëàãàÿ (x, t) ∈ S è èñïîëüçóÿ âûøåïðèâåäåííûå ïðåäñòàâëåíèÿ îïåðàòîðîâ,
èç (17) ïîëó÷èì

−βnnl(l(v))|S − q1(β
1
nnl(l(v)) + L1Φ) |S= g|S ,

ãäå βnn = β0nn + q0β
1
nn > 0. Ïî ïîñòðîåíèþ g|S(x, 0) = 0 è g ∈ C(S) (â ñèëó óñëîâèé íà

äàííûå). Òàêèì îáðàçîì,

q1|S = − g + βnn(l(l(v)))

(β1nnl(l(v)) + L1Φ)

∣∣∣
S
= A(q1|S). (22)
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Ìû èìååì, ÷òî l(v) ∈ W 2,1
p (Q). Â ñèëó òåîðåì âëîæåíèÿ (ñì. ëåììó 3.3 ãë. 2 â [16])

l(v) ∈ Cβ,β/2(Q) äëÿ íåêîòîðîãî β > 0 è òåì áîëåå íåïðåðûâíà. Íà óðàâíåíèå (22) ìîæíî
ñìîòðåòü êàê íà îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè q1|S ∈ C(S). Îïåðàòîð A
ñîïîñòàâëÿåò q1|S = φ ðåøåíèå çàäà÷è l(q1) = 0, q1|S = φ (ñì. ëåììó 3) è çàòåì ôóíêöèþ
A(q1), ãäå v = v(q1) ðåøåíèå çàäà÷è

vt − Lv − q1(L1v + L0Φ) = g, (23)

v|t=0 = 0, l(v)|S = 0. (24)

Ïåðåïèøåì (22) íåñêîëüêî â äðóãîì âèäå. Ïðåäñòàâèì v â âèäå v = v1 + v2, ãäå v1 åñòü
ðåøåíèÿ çàäà÷è (23), (24) ñ q1 = 0. Òîãäà

v2t − Lv2 − q1(L1v1 + L1v2 + L1Φ) = 0, (25)

v2|t=0 = 0, l(v2)|S = 0. (26)

Ïîëîæèì q1|S = q1. Óðàâíåíèå (22) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

q1 = − g + βnn(l(l(v1))) + βnnl(l(v2))

β1nnl(l(v2)) + β1nnl(l(v1)) + L1Φ

∣∣∣
S
= A(q1), (27)

ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâèìà â âèäå

A(q1) = g0|S +A1(q
1), g0 = − g + βnnl(l(v1))

L1Φ+ β1nn(l(l(v1)))
.

Ðàâåíñòâî âûïîëíåíî íà S. Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèé òåîðåìû î íåïîäâèæíîé òî÷êå.
Ôèêñèðóåì γ ∈ (0, T ]. Íàéäåòñÿ r0 > 0 òàêîå, ÷òî ïðè ∥q1∥C(Qγ) ≤ r0 îïåðàòîð L + q1L1

ýëëèïòè÷åí â Qγ äëÿ êàæäîãî γ ≤ T , è ñîîòâåòñòâåííî äëÿ çàäà÷è

v2t − Lv2 − q1L1v2 = f0,

v2|t=0 = 0, l(v2)|S = 0

ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå ëåììû 2 è ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè èç ýòîé ëåììû. Áåç îãðàíè-
÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñòîÿííûå â ýòèõ îöåíêàõ íå çàâèñÿò îò q1 òàêîãî, ÷òî
∥q1∥C(Qγ) ≤ r0 è îò γ ∈ (0, T ]. Òàêèì îáðàçîì, èìååì ðàâíîìåðíûå îöåíêè

∥v2∥W 2,1
p (Qγ)

≤ c∥f0∥Lp(Qγ) (28)

∥l(v2)∥W 2,1
p (Qγ)

≤ c(∥f0∥Lp(Qγ) + ∥l(f0)∥Lp(Qγ)),

ãäå c � ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò γ ≤ T è q1 : ∥q1∥C(Qγ) ≤ r0. Òîãäà çàäà÷à (25), (26)
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå îöåíêå

∥v2∥W 2,1
p (Qγ)

+ ∥l(v2)∥W 2,1
p (Qγ)

≤ c1∥q1∥C(Qγ) ≤ c1r0. (29)

Ïðè ïîëó÷åíèè ïîñëåäíåé îöåíêè èñïîëüçóåì óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû è ëåììó 1 (çàìåíÿÿ
ïàðàìåòð τ âåëè÷èíîé T ). Ïóñòü r1 = r0/c, ãäå c � ïîñòîÿííàÿ èç îöåíêè ëåììû 3. Ïîñêîëüêó
g0|S(x, 0) = 0 è l(l(v1))(x, 0) = 0 (îòìåòèì, ÷òî l(v1) ∈ C1+β,(1+β)/2(Qγ)) äëÿ íåêîòîðîãî β > 0
ïî ëåììå 3.3 ãë. 2 â [16]), ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ γ0 > 0 : ∀γ ≤ γ0

∥g0|S∥C(Sγ) ≤ r1/2.
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Âîçüìåì γ ≤ γ0. Ïîêàæåì, ÷òî íàéäåòñÿ γ ≤ γ0 òàêîå, ÷òî îïåðàòîð A ïåðåâîäèò øàð
Bγ = {q1 : ∥q1∥C(Sγ) ≤ r1} â ñåáÿ è ÿâëÿåòñÿ â íåì ñæèìàþùèì. Èìååì

A1(q
1) =

(
− g + βnnl(l(v1)) + βnnl(l(v2))

β1nnl(l(v1)) + β1nnl(l(v2)) + L1Φ
− g0

)∣∣∣
S
=

=
(
l(l(v2))(β

1
nn(g + βnnl(l(v1))− βnn(L1Φ+ β1nnl(l(v1)))·

(β1nnl(l(v1)) + β1nnl(l(v2)) + L1Φ)
−1(β1nnl(l(v1)) + L1Φ)

−1
)∣∣∣

S
.

Êàê âûòåêàåò èç ëåììû 1 è îöåíêè (29), íàéäåòñÿ β0 > 0 òàêîå, ÷òî

∥β1nnl(l(v2))∥C(Sγ) ≤ γβ0c(r0), ∥β1nnl(l(v1))∥C(Sγ) ≤ cγβ0 .

Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ γ1 ≤ γ0 : ∀ γ ≤ γ1

|L1Φ+ β1nnl(l(v1)) + β1nnl(l(v2))| ≥
δ2
2
, |L1Φ+ β2nnl(l(v2))| ≥

δ2
2
, ∀ (x, t) ∈ Sγ .

Òîãäà ìîæåì çàïèñàòü îöåíêó ∥A1(q1)∥C(Sγ) ≤ γβc1(r0) è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ñàìîãî îïåðà-
òîðà A áóäåì èìåòü

∥A(q1)∥C(Sγ) ≤ γβc1(r0) +
r1
2
, ∀ γ ≤ γ1.

Âûáåðåì γ2 ≤ γ1 : ∀ γ ≤ γ2 ∥A(q1)∥C(Sγ) ≤ r1 è òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð A ïåðåâîäèò øàð
Bγ â Bγ . Òî, ÷òî îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì â ýòîì øàðå áûòü ìîæåò ïðè íåñêîëü-
êî ìåíüøåì ïàðàìåòðå γ2, ïðîâåðÿåòñÿ ñîâåðøåíî àíàëîãè÷íî. Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíÿÿ
òåîðåìó î íåïîäâèæíîé òî÷êå, ïîëó÷èì, ÷òî íàéäåòñÿ γ2 ≤ γ0 ≤ T è ôóíêöèÿ q1 ∈ C(Qγ2)
òàêèå, ÷òî íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè [0, γ2] âûïîëíåíî óðàâíåíèå (22). Íàéäåì äàëåå ôóíêöèþ
v2 êàê ðåøåíèå çàäà÷è (25), (26) è äàëåå âîññòàíîâèì ôóíêöèþ v = v1+ v2. Â ñèëó ëåììû 2,
ôóíêöèÿ v ïðèíàäëåæèò óêàçàííîìó â óñëîâèè òåîðåìû êëàññó. Ïîêàæåì, ÷òî ïîñòðîåííàÿ
ôóíêöèÿ v óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (19). Ôóíêöèÿ v åñòü ðåøåíèå çàäà÷è (25), (26) ãäå ôóíê-
öèÿ q1|S åñòü ðåøåíèå (22), ïðè÷åì ∥q1∥C(Qγ) ≤ r0. Ïîñòðîèì ïîêðûòèå ãðàíèöû îáëàñòÿìè

{Uj}mj=1 èç îïðåäåëåíèÿ ãëàäêîñòè ãðàíèöû è ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçáèåíèå åäèíèöû {φj}mj=1.
Ïîñòðîèì òàêæå ôóíêöèè ψj ∈ C∞

0 (Uj) òàêèå, ÷òî ψj(x) = 1 äëÿ âñåõ x ïðèíàäëåæàùèõ

suppφj . Ôóíêöèè φj ìû èñïîëüçóåì â îïðåäåëåíèè íîðìû â ïðîñòðàíñòâå W 2,1
p (S). Â êàæ-

äîé èç îáëàñòåé Uj ìû ïåðåéäåì ê ñèñòåìå êîîðäèíàò z, âûïðÿìëÿÿ ãðàíèöó Γ. Èñïîëüçóÿ
ïðåäñòàâëåíèå (20) â óðàâíåíèè (17) íà Γ è ðàâåíñòâî (22), ïðèäåì ê óðàâíåíèþ

vjt −
n−1∑
i,j=1

βijv
j
zizj −

n−1∑
i=1

βiv
j
zi − β0v

j = vjt − L0vj = 0, z′ ∈ Br,

ãäå vj = v(z′, 0, t), t ≤ γ2, βij = β0ij + qβ1
ij , βi = β0i + qβ1

i , β0 = β00 + qβ10 . Ïî ïîñòðîåíèþ,

îïåðàòîð L0 ýëëèïòè÷åí â Qγ
0 = Br × (0, γ), γ ≤ γ2. Îòìåòèì, ÷òî ñëåäû ôóíêöèé vt, vzizj

ïðè zn = 0 ïðèíèìàþòñÿ â ïðîñòðàíñòâå Lp è, áîëåå òîãî, v(z′, 0) ∈ W 2,1
p (Br). Ïîëîæèì

Sγ
0 = ∂Br × (0, γ). Âîçüìåì γ ≤ γ2. Ôóíêöèè u

j = φjv
j åñòü ðåøåíèÿ çàäà÷

ujt − L0uj = −(L0φjv
j − φjL

0vj), uj |Sγ
0
= 0, uj(z′, 0) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, êàê âûòåêàåò èç îáùèõ ðåçóëüòàòîâ î ðàçðåøèìîñòè ïàðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷
(ñì. [16]), ôóíêöèÿ uj óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

∥uj∥
W 2,1

p (Qγ
0 )

≤ c∥(L0φjv
j − φjL

0vj)∥Lp(Q
γ
0 )
,
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ïðè÷åì ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñòîÿííàÿ c ñïðàâà íå çàâèñèò îò γ. Èñïîëüçóÿ ëåììó 1, îöåíèì
ïðàâóþ ÷àñòü ÷åðåç c1∥ψjv

j∥
W 2,1

p (Qγ
0 )
γθ0 äëÿ íåêîòîðîãî θ0 > 0. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì

îöåíêó
m∑
j=1

∥uj∥
W 2,1

p (Qγ
0 )

≤ c2γ
θ0

m∑
j=1

∥ψjv
j∥

W 2,1
p (Qγ

0 )
.

Ëåâàÿ ÷àñòü çäåñü åñòü ýêâèâàëåíòíàÿ íîðìà ôóíêöèè v|S â ïðîñòðàíñòâå W 2,1
p (Sγ). Î÷å-

âèäíî, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü òàêæå îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç c3γ
θ0∥v|S∥W 2,1

p (Sγ)
Òàêèì îáðàçîì, ìîæåì

çàïèñàòü îöåíêó
∥v|S∥W 2,1

p (Sγ)
≤ c3γ

θ0∥v|S∥W 2,1
p (Sγ)

.

Îòñþäà, âûáðàâ äîñòàòî÷íî ìàëîå γ3 ≤ γ2, ïîëó÷èì, ÷òî v|Sγ3 = 0. Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäå-
íèÿ íà ïðîìåæóòêàõ [γ3, 2γ3] è ò.ä. ïîëó÷èì, ÷òî v|Sγ2 = 0. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè,
÷òî ôóíêöèè v åñòü ðåøåíèå çàäà÷è (17)�(19). Òîãäà ôóíêöèÿ u = v + Φ åñòü ðåøåíèå èñ-
õîäíîé çàäà÷è (1)�(3), (5). Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé çàäà÷è âûòåêàåò èç âûøåïðèâåäåííûõ
ðàññóæäåíèé (ðàâíî êàê è îöåíêà óñòîé÷èâîñòè).

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ �12-01-00260à.
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In the article we consider well-posedness questions of inverse problems for mathematical
models of heat and mass transfer. We recover a solution of a parabolic equation of the second
order and a coe�cient in this equation characterizing parameters of a medium and belonging
to the kernel of a di�erential operator of the �rst order with the use of data of the �rst
boundary value problem and the additional Neumann condition on the lateral boundary of
a cylinder (thereby we have the Cauchy data on the lateral boundary of a cylinder). An
unknown coe�cient can occur in the main part of the equation. A solution is sought in a
Sobolev space with su�ciently large summability exponent and an unknown coe�cient in
the class of continuous functions. The problem is shown to have a unique stable solution
locally in time.
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