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ЗАДАЧА ОПТИМАЛЬНОГО ИЗМЕРЕНИЯ
ДЛЯ МОДЕЛИ ИЗМЕРИТЕЛЬНОГО УСТРОЙСТВА
С ДЕТЕРМИНИРОВАННЫМ МУЛЬТИПЛИКАТИВНЫМ
ВОЗДЕЙСТВИЕМ И ИНЕРЦИОННОСТЬЮ

А.В. Келлер, М.А. Сагадеева

В последнее время результаты теории уравнений соболевского типа активно при-

меняются для измерения динамически искаженных сигналов. В данной работе рас-

сматривается задача оптимального измерения для системы, на которую произведено

известное мультипликативное воздействие, которое имеет вид скалярной функции пе-

ременной t. Построены точное и приближенное решения задачи оптимального измере-

ния для указанной системы.

Статья состоит из двух частей. В первой части формулируется постановка зада-

чи оптимального измерения для системы с детерминированным мультипликативным

воздействием, а во второй приводятся формулы точных и приближенных решений

рассматриваемой задачи.
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1. Задача оптимального измерения

При моделировании динамических процессов возникают математические и инженерные
задачи в различных областях технических наук [1, 2]. Среди них особо выделяют пробле-
матику динамических измерений, это обусловлено изменением требований к результатам
измерений, которое является следствием выдвигаемых требований к качеству испытаний
и эффективности производства. Так, одной их наиболее значимых в теории динамических
измерений является проблема восстановления измеряемого сигнала. Отметим, что эта за-
дача математически некорректна, поэтому для ее решения А.Л. Шестаковым и его уче-
никами были предложены технически обоснованные гипотезы [2], решения которых были
воплощены ≪в металл≫. Затем А.Л. Шестаковым и Г.А. Свиридюком для решения задачи
восстановления динамически искаженного сигнала было предложено использовать методы
теории оптимального управления [3], а полученную задачу – называть задачей оптималь-

ного измерения. Построенная математическая модель – модель Шестакова – Свиридюка –
позволила начать численные исследования задачи оптимального измерения [4], опираясь на
результаты о численных решениях задачи Коши для систем леонтьевского типа [5].

Для постановки задачи оптимального измерения для модели измерительного устрой-
ства с учетом детерминированного мультипликативного воздействия и инерционности вве-
дем в рассмотрение пространство состояний ℵ = {x ∈ L2((0, τ); Rn) : ẋ ∈ L2((0, τ); Rn)},
пространство измерений U = {u ∈ L2((0, τ); Rn) : up+1 ∈ L2((0, τ); Rn)} и пространство

наблюдений Y = N [ℵ] при некотором фиксированном τ ∈ R+. Выделим в U замкнутое и
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выпуклое подмножество U∂ – множество допустимых измерений. Требуется найти опти-

мальное измерение v ∈ U∂ почти всюду на (0, τ), удовлетворяющее системе леонтьевского
типа

Lẋ(t) = a(t)Mx(t) + Du(t), (1)

y(t) = Nx(t), (2)

при начальных условиях Шоуолтера – Сидорова [6]

[RL
α(M)]p+1(x(0) − x0) = 0, (3)

минимизирущее значение функционала

J(u) =
1

∑

q=0

τ
∫

0

‖y(q)(x(u), t) − y
(q)
d (t)‖2dt. (4)

Здесь x = (x1, x2, . . . , xn) и ẋ = (ẋ1, ẋ2, . . . , ẋn) – вектор-функции состояния и скоро-
сти изменения состояния измерительного устройства соответственно; u = (u1, u2, . . . , un) и
y = (y1, y2, . . . , ym) – вектор-функции измерений и наблюдений измерительного устройства
соответственно; yd = (yd1, yd2, . . . , ydm) – наблюдение, полученное в ходе натурного экспе-
римента; n – число параметров состояния системы; L и M – квадратные матрицы порядка
n (detL = 0), предстваляющие собой взаимовлияние скоростей изменения состояния и соб-
ственно состояния измерительного устройства, при этом скалярная функция a : (0, τ) → R+,
описывает изменение во времени параметров системы этих взаимовлияний; квадратная мат-
рица D порядка n и прямоугольная матрица N размера m×n, характеризуют взаимовлияние
параметров измерения и связь между состоянием системы и наблюдением соответственно,
функция a : (0, τ) → R

n будет описана ниже.
Отметим, что представленная модель датчика, описываемая системой леонтьевского ти-

па (1), содержит мультипликативное воздействие a(t) на измерительное устройство, то есть
система (1) нестационарна (разрешимость таких систем в более общем случае рассматрива-
ется, например, в [7]). Кроме того, системы леонтьевского типа являются конечномерным
аналогом уравнений соболевского типа [8], и при изучении задачи оптимального измерения
воспользуемся результатами о существовании решения задачи оптимального управления
для (1), полученными в [9].

2. Точное и приближенное решения
задачи оптимального измерения

Пусть L и M — квадратные матрицы порядка n, detL = 0. Следуя [8], будем называть
множества ρL(M) = {µ ∈ C : det(µL − M) 6= 0} и σL(M) = C \ ρL(M) соответственно
L-резольвентным множеством и L-спектром матрицы M . Нетрудно показать, что либо
ρL(M) = ∅, либо L-спектр матрицы M состоит из конечного множества точек [8]. Кроме
того, множества ρL(M) и σL(M) не изменяются при переходе к другим базисам.

Для комплексной переменной µ ∈ C определим матрично-значные функции (µL−M)−1,

RL
µ(M) = (µL − M)−1L, LL

µ(M) = L(µL − M)−1 с областью определения ρL(M) и будем их
называть соответственно L-резольвентой, правой и левой L-резольвентами матрицы M .

Определение 1. Матрица M называется L-регулярной, если ρL(M) 6= ∅ и (L, p)-регу-
лярной, при p равном порядку полюса в ∞ для функции det(µL − M)−1.

Замечание 1. Если бесконечность является устранимой особой точкой L-резольвенты мат-
рицы M , то p = 0. Для квадратных матриц параметр p не может превосходить размерности
пространства n.
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В силу результатов [9] справедлива следующая

Теорема 1. Пусть матрица M (L, p)-регулярна и det M 6= 0. Тогда для любых x0 ∈ R
n,

u ∈ U и a ∈ Cp+1([0, τ ]; R+), отделенной от нуля, существует единственное решение x ∈ ℵ
задачи Шоуолтера – Сидорова (3) для (1), имеющее вид

x(u, t) = lim
k→∞

xk(u, t) = lim
k→∞
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+

p
∑
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kLL
k (M)
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−In
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L
)q
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(
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(

kLL
k (M)
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(

1
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d
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)q
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, (5)

причем выражение

(

1

a(t)

d

dt

)q

в последнем слагаемом означает последовательное приме-

нение q раз данного оператора.

Выражением (5) определены точное x(u, t) и приближенное xk(u, t) решения задачи (1), (3).
Решением задачи оптимального измерения является функция v ∈ U∂ такая, что

J(v) = min
(u,x(u))∈U∂×ℵ

J(u), (6)

где функционал J(u) имеет вид (4), и пара (u, x(u)) ∈ U∂ ×ℵ удовлетворяет системе (1), (2)
с начальным условием (3).

В силу результатов, полученных в [10], справедлива следующая

Теорема 2. Пусть матрица M (L, p)-регулярна, p ∈ {0}∪N и detM 6= 0. Тогда при любых

x0 ∈ R
n, u ∈ U и a ∈ Cp+1([0, τ ]; R+), отделенной от нуля, существует единственная

пара (v, x(v)) такая, что x(v) — сильное решение задачи Шоуолтера – Сидорова (3) для

системы (1), (2), а функция v минимизирует (6) c функционалом (4), причем они связаны

формулой

x(v) = lim
k→∞

xk(v, t).

Следуя [10], опишем приближенные решения задачи оптимального измерения. Заме-
ним пространство управлений U на конечномерное пространство Uℓ = H

p+1
ℓ (Rn) вектор-

многочленов вида uℓ = uℓ(t) = col





ℓ
∑

j=0

c1jt
j ,

ℓ
∑

j=0

c2jt
j , . . .

ℓ
∑

j=0

cnjt
j



.

Учитывая вид (5), необходимо чтобы ℓ > p. Подставляя uℓ вместо u в (5) и (4), будем
рассматривать задачу минимизации функционала J(vℓ) = min

uℓ∈Uℓ

∂

J(uℓ ), в результате получим

решение (vℓ, xℓ ), причем xℓ = x(vℓ, t) = lim
k→∞

xk(v
ℓ, t).

Приближенным решением задачи оптимального измерения (1) – (4), (6) является функ-
ция vℓ

k(t), минимизирующая функционал

Jk(u
ℓ)=

1
∑

q=0

τ
∫

0

‖Nx
(q)
k (uℓ, t)−y

(q)
d (t)‖2dt.

Сходимость таких приближенных решений к точному доказана в [10].
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The results of the theory of Sobolev-type equations are extensively used to measure

of dynamically distorted signals recently. In this paper the authors consider the optimal

measurement for the system where the well-known multiplicative effect was produced which

in its turn has the form of a scalar function of the variable t. The authors develop the exact

and approximate solutions of the optimal measurement problem for the specified system.

The paper consists of two parts. The statement of the problem is formulated in the

first part as an optimal measurement for the system with a deterministic multiplicative

effect, and the second part presents the formulas of exact and approximate solutions of the

problem.

Keywords: optimal measurement; Leontiev type system; Shestakov–Sviridyuk model.
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