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ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÄÈÔÔÓÇÎÐÍÛÕ ÒÅ×ÅÍÈÉ
ÆÈÄÊÎÑÒÈ ÏÎÑÐÅÄÑÒÂÎÌ ÐÅÄÓÖÈÐÎÂÀÍÍÛÕ
ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Þ.È. Ñàïðîíîâ

Çíàíèå äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê æèäêîñòè â ãèäðîöèêëîíàõ è äèôôóçîðàõ
èìååò áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè òåõíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïðîòî÷-
íûõ ÷àñòåé òóðáèííûõ íàñîñîâ, ó÷àñòâóþùèõ â ïåðåêà÷êå íåôòè ïî ìàãèñòðàëüíûì
òðóáîïðîâîäàì. Îïèñàíèå æå äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê æèäêîñòè â ýòèõ óñòðîé-
ñòâàõ ìîæíî ïîëó÷èòü íà îñíîâå èìåþùèõñÿ àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæåíèé äëÿ ðåøåíèé
ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè èëè èõ óïðîùåííûõ âàðèàíòîâ, èñïîëüçóåìûõ
â ïîäîáíûõ çàäà÷àõ. Êàê ïîêàçûâàåò ïðàêòèêà, ïîëó÷àåìûå èç óðàâíåíèÿ Íàâüå �
Ñòîêñà ðåäóöèðîâàííûå (óïðîùåííûå) óðàâíåíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà ïîçâîëÿ-
þò äîñòàòî÷íî òî÷íî ìîäåëèðîâàòü òå÷åíèÿ æèäêîñòè â îáëàñòÿõ ïðîèçâîëüíûõ ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ ôîðì. Â äàííîé ñòàòüå èñïîëüçîâàí ïîäõîä, ñâÿçàííûé ñ ôóíêöèîíàëüíîé
ðåäóêöèåé óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà, â ñëó÷àå ïëîñêîãî äèôôóçîðíîãî òå÷åíèÿ, ê êðà-
åâîé çàäà÷å äëÿ ÎÄÓ Äæåôôðè � Ãàìåëÿ (ïîñðåäñòâîì ïîäñòàíîâêè Ãàìåëÿ). Ïðè
êîíå÷íûõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà Ðåéíîëüäñà óñòàíîâëåíà âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ïðèáëè-
æåíèé ê ðåøåíèÿì ðåäóöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ ÷åðåç íåëèíåéíóþ àïïðîêñèìàöèþ Ãà-
ëåðêèíà � Ðèòöà � ïî îäíîé èç (âàðèàöèîííûõ) âåðñèé ìåòîäà Ëÿïóíîâà � Øìèäòà.
Ïîñðåäñòâîì òàêîé àïïðîêñèìàöèè ìîæíî ñêîëü óãîäíî òî÷íî îïðåäåëÿòü ïîëå ñêî-
ðîñòåé ÷àñòèö æèäêîñòè è, êàê ñëåäñòâèå, èçâëåêàòü èíôîðìàöèþ î òàêèõ ñâîéñòâàõ
òå÷åíèÿ, êàê åãî äèôôóçîðíîñòü èëè êîíôóçîðíîñòü íà îòäåëüíûõ ó÷àñòêàõ. Â ñòà-
òüå ïðèâåäåíû ïðèìåðû ãðàôè÷åñêèõ èçîáðàæåíèé ïðèáëèæåííî âû÷èñëåííûõ ýïþð
ñêîðîñòåé äëÿ òå÷åíèé, áëèçêèõ ê n-ìîäîâûì, n ≤ 5.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèå Íàâüå � Ñòîêñà; óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà, äèôôóçîð-

íîå òå÷åíèå; ïîäñòàíîâêà Ãàìåëÿ; âàðèàöèîííûé ìåòîä Ëÿïóíîâà � Øìèäòà; ýïþðà

ñêîðîñòåé.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è êîììåíòàðèè ê ïðåäìåòó èññëåäîâàíèÿ

Íåîáõîäèìîñòü îòûñêàíèÿ òî÷íûõ è ïðèáëèæåííûõ (â òîì èëè èíîì ñìûñëå) àíàëèòè÷å-
ñêèõ âûðàæåíèé äëÿ ðåøåíèé ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè âîçíèêàåò ïðè èçó÷åíèè
è ñîçäàíèè ìíîãèõ òåõíè÷åñêèõ óñòðîéñòâ. Íàïðèìåð, îïèñàíèå äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðè-
ñòèê æèäêîñòè â ãèäðîöèêëîíàõ è äèôôóçîðàõ èìååò áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ çàäà÷è îïòè-
ìèçàöèè òåõíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïðîòî÷íûõ ÷àñòåé òóðáèííûõ íàñîñîâ, ó÷àñòâóþùèõ â
ïåðåêà÷êå íåôòè ïî ìàãèñòðàëüíûì òðóáîïðîâîäàì. Îïèñàíèå æå äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòå-
ðèñòèê æèäêîñòè â ýòèõ óñòðîéñòâàõ ìîæíî ïîëó÷èòü íà îñíîâå èìåþùèõñÿ àíàëèòè÷åñêèõ
âûðàæåíèé äëÿ ðåøåíèé ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè, èñïîëüçóåìûõ â ïîäîáíûõ
çàäà÷àõ, èëè èõ óïðîùåííûõ âàðèàíòîâ.

Óïðîùåííûå âàðèàíòû óðàâíåíèÿ Íàâüå � Ñòîêñà èñïîëüçóþòñÿ ïðè èçó÷åíèè äèôôó-
çîðíûõ òå÷åíèé, íà÷èíàÿ ñ îñíîâîïîëàãàþùèõ ðàáîò Äæåôôðè [1] è Ãàìåëÿ [2] (1915 è
1917 ãã.). Ñâåäåíèÿ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ íà ýòîé îñíîâå òå÷åíèé â ïëîñêîì
äèôôóçîðå ìîæíî íàéòè â [3�6].

Öåëü ñòàòüè 1 çàêëþ÷åíà â äåìîíñòðàöèè òîãî, ÷òî çàäà÷à î äèíàìèêå æèäêîñòè â äèô-
ôóçîðàõ (ïëîñêîì, îáúåìíîì è äèôôóçîðå-óëèòêå) äîïóñêàåò ïðèìåíåíèå íåëîêàëüíîé ðå-

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÎÀÎ ¾Òóðáîíàñîñ¿.

74 Âåñòíèê ÞÓðÃÓ. Ñåðèÿ ≪Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è ïðîãðàììèðîâàíèå≫



МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

дуцирующей схемы Ляпунова – Шмидта, посредством которой можно сколь угодно точно
описывать поле скоростей частиц жидкости в областях произвольных геометрических форм.
При таком подходе извлекается и дополнительная информация о «качественных свойствах»
течений, полученная на основе аналитических и геометрических свойств так называемых
ключевых отображений и ключевых функций [7].

Часто базой вычислительного процесса в случае плоского диффузора является функ-
циональная редукция к краевой задаче для ОДУ (посредством подстановки Гамеля для
вихревой функции) с последующим использованием свойства полной интегрируемости по-
лученного ОДУ. Но, как известно, представление решений через эллиптические функции
не удовлетворяет современным требованиям к точности приближений — вследствие недо-
статочной точности существующих таблиц значений эллиптических функций и интегралов.
В работах [3, 4] представлены результаты построения приближенных решений редуциро-
ванного уравнения на основе специальной версии метода ускоренной сходимости. В этих
же работах дано обоснование необходимости применения приближенных методов к постро-
ению решений — в противовес методу использования точного аналитического решения в
эллиптических функциях.

Наш подход основан в целом на двухступенчатой редукции: функциональной редукции
к краевой задаче для ОДУ с квадратичной нелинейностью (первая ступень) и редукция к
конечномерному алгебраическому уравнению (вторая ступень) — через нелинейную аппрок-
симацию Галеркина – Ритца по схеме Ляпунова – Шмидта.

Общая структура представленной в статье теоретической базы вычислительного алго-
ритма сохраняется при переходе к объемному диффузору и диффузору-улитке. В доработке
нуждаются лишь отдельные блоки алгоритма, что вызвано наличием аналитических пре-
пятствий, связанных с усложнением редуцирующих переходов.

2. Двумерные уравнения Навье – Стокса и Гельмгольца

Обратимся к двумерному уравнению Навье – Стокса [5]

v̇ +
∂v

∂x
v = ν∆(v) − grad (p). (1)

Здесь ∆ = ∂2

∂x2

1

+ ∂2

∂x2

2

— двумерный лапласиан, ∂v
∂x

— матрица Якоби вектора скорости v =

v(x1, x2, t) по компонентам точки x = (x1, x2) , p = p(x1, x2, t) — давление. Искомое поле
векторов скорости v считается заданным на некоторой ограниченной области Ω ⊂ R

2 с
гладкой границей и «стандартными» краевыми условиями.

В полярных координатах стационарное уравнение Навье-Стокса принимает следующий
вид (см. [5]):

(U · ∇̃)u− v2

r
= −∂p

∂r
+ (∆̃u− 2

r2

∂v
∂ϕ

− u
r2 ),

(U · ∇̃)v + uv
r

= −1
r

∂p
∂ϕ

+ (∆̃v + 2
r2

∂u
∂ϕ

− v
r2 ),

}
(2)

где

(U · ∇̃) = u
∂

∂r
+
v

r

∂

∂ϕ
, ∆̃ =

∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂ϕ2
.

К уравнениям Навье – Стокса добавляется уравнение неразрывности

∂u

∂r
+
u

r
+

1

r

∂v

∂ϕ
= 0.
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В преобразованиях, упрощающих уравнение (1), используются следующие соотношения
(устанавливаемые непосредственной проверкой):

rot

(
∂v

∂x

)
= grad (∆ψ); rot

(
∂v

∂x
v

)
= [ψ,∆(ψ)].

Здесь rot (v) := ∂v2

∂x1
− ∂v1

∂x2
, ψ(x1, x2, t) — так называемая вихревая функция, [ψ, ϕ] — якобиан

функций ψ, ϕ .
Условие неразрывности div(v) = 0 для двумерной жидкости в односвязной области

приводит к тому, что решение обязано принимать следующий вид:

v := sgrad(ψ) =

(
−
∂ψ

∂x2
,
∂ψ

∂x1

)⊤
.

Для функции ψ естественно потребовать выполнение граничного условия

(n, sgrad (ψ))

∣∣∣∣
∂Ω

= 0, (3)

n — поле нормалей к границе области.
Пусть u := rot(v) = ∆(ψ), и u̇ = rot(v̇) = ∆(ψ̇). Применив двумерный ротор к левой и

правой частям уравнения (1), получим уравнение Гельмгольца ([5], стр. 406)

∆(ψ̇) = [∆(ψ), ψ] + ν∆2(ψ). (4)

3. Подстановка Гамеля и редукция к ОДУ

Анализ стационарного варианта

[∆(ψ), ψ] + ν∆2(ψ) = 0 (5)

уравнения Гельмгольца (4) можно осуществить, используя редуцирующй переход к краевой
задаче для ОДУ ([5], с. 450 – 484). Наиболее известной редукцией является подстановка
Гамеля, осуществляемая посредством сужения стационарного уравнения Гельмгольца на
класс функций вида (см. [5], с. 478) ψ = Qq(θ). Ниже Q :=

∫ β

0 r u dθ — поток жидкости
через диффузорную дугу окружности {0 ≤ θ ≤ β , r = const} , β — величина раствора
диффузорного угла.

Используя соотношения

∆(ϕ) = Q
q′′

r2
, [∆(ϕ), ϕ] = −Q2 2 q′′q′

r4
,

∂2

∂r2

(
q′′

r2

)
=

6 q′′

r4
,

1

r

∂

∂r

(
q′′

r2

)
= −

2 q′′

r4
,

1

r2

(
q′′

r2

)′′
=
q′′′′

r4

получим (после подстановки Гамеля) вместо (5) следующее ОДУ:

q′′′′ + 4 q′′ + 2R q′′q′ = 0 , (6)

где R = Q
ν

— число Рейнольдса.
В случае плоского диффузора уравнение (6) дополняется краевыми условиями (см. (3))

q(0) = 0 , q(β) = 1 , q′(0) = q′(β) = 0.
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Условие q(β) = 1 вытекает из того, что
β∫
0

q′ dθ = 1
Q

β∫
0

r u dθ = 1 — (нормированный) поток

через сечение диффузора окружностью r = const (см. [3, 4]).
После масштабирующего преобразования угловой переменной θ −→ βθ получим крае-

вую задачу

q′′′′ + λ q′′ + 2R̃ q′′q′ = 0, (7)

q(0) = 0, q(1) = 1, q′(0) = q′(1) = 0, (8)

где λ = 4β−2, R̃ = β−1R.

Замечание 1. Нетрудно установить, что краевая задача (7) – (8) является вариационной:
левая часть уравнения (7) является градиентом функционала

V =

∫ 1

0
L(q′′, q′) dθ, L(q′′, q′) =

(q′′)2

2
− λ

(q′)2

2
+ R̃

(q′)3

3
. (9)

Таким образом, решения уравнения (7) являются экстремалями функционала (9) (при усло-
вии (8)). Следовательно, построение решений уравнения (7) можно осуществлять на основе
локальной и нелокальной версий вариационного метода Ляпунова – Шмидта.

Замечание 2. В работах [3, 4] представлены результаты построения приближенных реше-
ний уравнения (7) на основе специальной версии метода ускоренной сходимости. В этих же
работах дано обоснование необходимости применения приближенных методов к построению
решений уравнения (7) — в противовес методу использования точного аналитического реше-
ния в эллиптических функциях. Такая возможность имеется вследствие интегрируемости
уравнения (7). Представление решений через эллиптические функции не удовлетворяет со-
временным требованиям к приближениям вследствие недостаточной точности (10−4 − 10−6)
существующих таблиц значений эллиптических функций и интегралов. Требуемая точность
в современных прикладных задачах — 10−8 − 10−10 и выше.

После первичного интегрирования уравнения (7) и замены q′ = u получим краевую
задачу

u′′ + λu+ R̃u2 = c , c− const (10)

(уравнение Джеффри – Гамеля),

u(0) = u(1) = 0 (11)

при дополнительном интегральном ограничении

∫ 1

0
u dθ = 1 . (12)

Левая часть уравнения (10) является градиентом функционала действия

V :=

∫ 1

0

1

2

((
(u′)2 − λu2

)
+

1

3
u3

)
dθ (13)

при краевых условиях (11). Функционал (13) удобно рассматривать (см. [7]) на гильбертовом
пространстве H1[0, 1], состоящем из абсолютно непрерывных функций, удовлетворяющих
условию (11) и имеющих производную класса L2[0, 1]. Скалярное произведение в H1[0, 1]

задается соотношением 〈u, v〉1 =
1∫
0

u′v′ dθ.
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Интегрирование (вторичное) уравнения (10) приводит к следующему интегральному
соотношению (с двумя константами c, d):

1

2

(
(u′)2 + λu2

)
+

R̃

3
u3 − cu = d , (14)

или 1
2(u′)2 +

eR
3 (u+ α)3 − c̃ u = d̃ , где α = λ

2 eR
, c̃ = c+ λ2

4 eR
, d̃ = d− λ3

24 eR2
.

Изменение значений параметров приводит к изменению графика (рис. 1) и интеграль-
ных кривых (рис. 2), вплоть до слияния (на фазовом портрете рис. 2) локального минимума
с седлом и их исчезновения (после перехода вектора параметров λ, R̃, c через каустику функ-

ции 1
2

(
v2 + λu2

)
+

eR
3 u

3 − cu).

Рис. 1. График функции, равной левой части интегрального соотношения (14)
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Рис. 2. Интегральные кривые уравнения (10) при различных значениях парамет-
ров (14)

«Управляя» параметрами λ, R̃, c, d, можно получить изображения всевозможных гео-
метрических форм интегральных кривых и их расположений относительно системы коор-
динат u, v (v := u′) на фазовой плоскости. Рассматривая пересечения интегральными кривы-
ми прямой u = 0, можно получить представление о тех фрагментах интегральных кривых,
которые дают решение краевой задачи (10) – (11). Приближенные аналитические форму-
лы для этих фрагментов можно получить, применив специальные вычислительные методы
(например, методы, использованные в [3, 4, 7, 15]).

По-видимому, аналогичный подход можно применять при изучении других гидродина-
мических моделей, например, рассмотренных в [8–10].
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4. Случай нулевого значения числа Рейнольдса

Рассмотрим задачу (10) – (11) при R̃ = 0 :

u′′ + λu = c , u(0) = u(1) = 0 ,

∫ 1

0
u dθ = 1 . (15)

Решения задачи (15) являются критическими точками квадратичного функционала

∫ 1

0

1

2

(
(u′)2 − λu2

)
dθ (16)

на гиперплоскости

M = {u ∈ H1[0, 1] :

∫ 1

0
u dθ = 1} (17)

в тройке E = F = H = H1[0, 1] (см. [7]).

Теорема 1. Совокупность экстремалей сужения функционала (16) на гиперплоскость (17)
есть объединение следующих серий векторов (при соответствующих значениях парамет-
ра λ):

s0,k =
π k

2
sin(π k θ) , λ = λ0,k := (π k)2 ; (S0)

sε,k = a(ε)σε(θ), σε(θ) := sin(ε+ (π k − 2ε)θ) − sin(ε) , (Sε)

λ = λε,k := (π k − 2ε)2 ; k = 2m− 1, m = 1, 2, . . . ,

a(ε) — величина, обратная к среднему значению функции σε(θ);

sε,2m =
1

sin(ε)
(sin(2πmθ − ε) + sin(ε)) =

=
1

sin(ε)
(cos(ε) sin(2πmθ) + sin(ε)(1 − cos(2πmθ))), m = 1, 2, . . . , (SCε)

λ = λε,2m := (2πm)2, m = 1, 2, . . . ;

f0,j = 1 − cos(2 j π θ) , λ = µ0,j := (2 j π)2; (C0)

fε,j = b(ε) ρε(θ), ρε(θ) = cos(ε+ 2(jπ − ε)θ) − cos(ε) , (Cε)

λ = µε,j := 4 (j π − ε)2, j = 1, 2, . . . ;

b(ε) — величина, обратная к среднему значению функции ρε(θ).

Доказательство проводится на основе общей формулы решений линейного неодно-
родного уравнения (15) с последующим подбором констант, соответствующих второму и
третьему соотношениям в (15).

5. Случай конечного значения числа Рейнольдса

При малых значениях числа Рейнольдса экстремали функцинала (13), суженного на
гиперплоскость (17), можно вычислять как ветви экстремалей, зависящих от числа Рей-
нольдса, — посредством теории возмущений, основанной на непосредственном применении
теоремы о неявной функции. При «конечных» значениях числа Рейнольдса возникает необ-
ходимость применения более мощных средств нелинейного анализа [11], например, приме-
нения нелинейного метода Галеркина – Ритца по схеме Ляпунова – Шмидта.
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Возможность нелокальной конечномерной редукции в краевой задаче (10) – (11) пояс-
ним сначала на простейшем примере: правая часть уравнения x = ε(x−x2+x = 1) является
сжимающим отображением [−2, 2] −→ [−2, 2] при достаточно малых значениях параметра
ε). Зарождение свойства сжатия для отображения x −→ ε(x−x2+1) отражено в следующих
графиках.

x
K2 K1 0 1 2

K0,5

0,5

1,0

1,5

2,0

2,5

x
K2 K1 0 1 2

K0,5

0,5

1,0

1,5

2,0

x
K2 K1 0 1 2

K1

1

2

x
K2 K1 0 1 2

K1

1

2

Рис. 3. Графики функции f(x) = x − ε(x − x2 + 1) при ε = 0, 8, 0, 3, 0, 1, 0, 05

Аналогичный эффект сжимаемости имеет место и в случае общего операторного урав-
нения

x = B(g(x, x) + Cx+ c), x ∈ F (18)

в банаховом пространстве F , если норма ‖B‖F достаточно мала. Здесь g(x,x) — непрерывный
квадратичный оператор F −→ F , B, C — линейные непрерывные операторы F −→ F , c ∈ F .

Свойство сжимаемости оператора K(x) := B(g(x, x) + Cx + c) позволяет разыскивать
приближенные решения уравнения (18) посредством стандартных итераций xn = K(xn−1)
[11].

Для осуществления нелокальной редукции Ляпунова-Шмидта в краевой задаче (10) –
(11) запишем ее в виде операторного уравнения

f(w) := Aw − λw + g(w,w) + c = 0, w ∈ E, (19)

где E = C2[0, 1] ∩ {w(0) = w(1) = 0}, A = −d2/dθ2, g(w,w) := R̃w2 , c — const. Опе-
ратор f действует из E в F = C[0, 1]. Линейный оператор A является положительным и
диагонализуемым:

∞∑

k=1

ξkek 7→
∞∑

k=1

(πk)2ξkek, (20)
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ek =
√

2
πk

sin(πkθ) — собственная функция оператора A, отвечающая собственному значе-
нию (πk)2. Заметим, что собственные функции ek образуют ортонормированную систему в
H1[0, 1].

Перепишем уравнение (19) в виде

w −A−1(g(w,w) + λw − c), w ∈ H1[0, 1]. (21)

Используя процедуру ортогонального разложения пространства в сумму подпространств,
разобьем уравнение (21) в систему двух уравнений

u−A−1
1 (g1(w,w)) + λu− a) = 0,

v −A−1
2 (g2(w,w)) + λ v − b) = 0,

}
(22)

где A1 := A
∣∣
N

, A2 := A
∣∣
N⊥∩E

, N := Lin(e1, . . . , en), w = u + v, u =
n∑

k=1

ξkek, v =

∞∑
k=n+1

ξkek, a =
n∑

k=1

αkek, b =
∞∑

k=n+1

αkek, αk = 〈c, ek〉1. Второе уравнение системы (22)

рассмотрим в пространстве функций N⊥ ∩ H1[0, 1]. Из спектральных свойств опратора A
(см. (20)) вытекает, что при достаточно больших размерностях редукции n норма оператора
A−1

2 : N⊥∩H1 −→ N⊥∩H1 становится малой, и поэтому оператор K(v) := A−1
2 (g2(u+v, u+

v) + λ v − b) переводит некоторый шар ‖v‖H1 ≤ L (в N⊥ ∩ H1) в себя, являясь при этом
сжимающим. То есть мы оказываемся в условиях второго замечания. Это означает, что
решения второго уравнения системы (22) можно получать в аналитической форме

v = Φ(u), (23)

с любой наперед заданной точностью, посредством итераций vn = K(vn−1). Подставив выра-
жение (23) в первое уравнение системы (22), получим так называемое ключевое уравнение

τ(u) := f1(u+ Φ(u)) = 0 (24)

на конечномерном пространстве N . Все аналитические и топологические свойства исходного
уравнения и его решений наследуются ключевым уравнением и его решениями [7]. Связь
между решениями исходного и ключевого уравнений осуществляется формулой

w = u+ Φ(u).

Уравнение (24) является потенциальным с потенциалом (ключевой функцией)

W (u) := V (u+ Φ(u)), u ∈ N.

Поиск и анализ экстремалей функционала V можно осуществлять посредством изучения
экстремалей ключевой функции W . Вычисление функции W и анализ ее критических точек
можно осуществлять по технологиям, изложенным в [7, 11–15].

Заключительный этап предложенной здесь вычислительной схемы состоит в отборе тех
решений задачи (10) – (11), для которых выполняется ограничение (12).

6. Области редуцируемости модельного уравнения

Посредством оценок размера образа отображения K и его константы Липшица можно
точно указать область, на которой допускается конечномерная редукция уравнения w =
K(w).
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Предварительно заметим, что имеют место следующие неравенства:

‖w‖F ≤ ‖w‖1 ∀w ∈ H1 , ‖A−1
2 (v)‖1 ≤

1

π2(n+ 1)2
‖v‖1 ∀v ∈ N⊥ ∩H1 (25)

(см. (20)). Следовательно,

‖g(w.w)‖1 = 2

√∫ 1

0
(ww′)2 dθ ≤ 2‖w‖F ‖w‖1 ≤ 2 ‖w‖2

1 . (26)

Пусть w ∈ TL = {w ∈ H1[0, 1] : ‖w‖1 ≤ L}. Из оценки (26) получаем

‖K(v)‖1 = ‖A−1
2 (λv + g2(w.w) − b‖1 ≤

1

π2(n+ 1)2
(
λL+ 2L2 + β

)
, (27)

где β = ‖b‖1. Следовательно, если ‖K(v)‖1 ≤ L, то оператор K переводит шар TL в себя.
Последнее утверждение справедливо в случае выполнения соотношения (см. (27))

1

π2(n+ 1)2
(
λL+ 2L2 + β

)
≤ L

или

L2 − pL+ q ≤ 0 , (28)

где p = π2(n+1)2−λ
2 , q = β

2 . Для обеспечения свойства сжимаемости оператора K : TL −→
TL обратимся к оценке нормы разности значений K в произвольной паре точек v1 , v2:

‖K(v2) −K(v1)‖1 = ‖A−1
2

(
λ(v2 − v1) + R

(
(u+ v2)

2 − (u+ v1)
2
))

‖1 ≤

≤
1

π2(n+ 1)2
(λ+ 4L)‖v2 − v1‖1.

Получаем то, что для обеспечения свойства сжимаемости K достаточно потребовать выпол-
нения условия

γ :=
1

π2(n+ 1)2
(λ+ 4L) < 1, (29)

или, что одно и тоже, условия

λ+ 4L < π2(n+ 1)2. (30)

Таким образом, установлено следующее утверждение:

Теорема 2. При выполнении условий (28), (30) и при ‖u‖1 ≤ L оператор K(v) :=
A−1

2 (R(u + v)2 + λ v − b) переводит шар TL = {v ∈ H1[0, 1] : ‖v‖1 ≤ L} в себя и явля-
ется сжимающим отображением TL −→ TL.

Замечание 3. Константа γ (см. (29)) позволяет оценивать скорость сходимости ите-
раций vm+1(u) = K(vm(u)) к редуцирующему отображению Φ(u):

‖vm(u) − Φ(u)‖1 ≤ γm D

1 − γ
, D =

RL+ β

π2(n+ 1)2
.
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Рис. 4. Эпюры скоростей для течений, близких к n-модовым, n ≤ 5

7. Примеры эпюр скоростей стационарных течений,
соответствующих экстремалям функционала действия

Ниже приведены примеры приближенно вычисленных эпюр скоростей на окружности
r = 1 для течений, близких к n-модовым, n ≤ 5 (рис. 4).

Замечание 4. Вслед за вычислением поля скоростей можно вычислить давление непо-
средственно на основе (2) (уравнения Навье – Стокса в полярных координатах).
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Modelling Liquid Flows in Diffusers by Reduced Equations
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To know the dynamic characteristics of liquid in hydrocyclones and diffusers is
important for optimizing the technical parameters of the liquid ends of turbine pumps
on long-distance oil pipelines. It is possible to describe these characteristics by using the
available analytic expressions for the solutions to the model equations of hydrodynamics or
their simplified versions used in these problems.

It is known that the simplified systems of hydrodynamic type derived from the Navier
– Stokes equation allow us to model quite precisely liquid flows in regions of arbitrary
geometric shape. In this article we reduce the Helmholtz equation in the case of a flat
diffuser flow to a boundary value problem for the Jeffrey – Hamel ODE by means of the
Hamel substitution. At finite values of the Reynolds number we establish the possibility of
constructing approximate solutions to the reduced equation via nonlinear Ritz – Galerkin
approximation using a variational version of the Lyapunov – Schmidt method. With this
approximation, we can determine the liquid velocity field to arbitrary precision. The article
includes examples of approximately computed velocity diagrams for the flows close to n-
modal with n ≤ 5.

Keywords: Navier – Stokes equations; Helmholtz equations; diffuser current; Hamel

substitution; Lyapunov – Schmidt variation method; velocity diagram.
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