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ÌÅÒÎÄ Ñ.Ê. ÃÎÄÓÍÎÂÀ ÄËß ÌÍÎÃÎÑÊÎÐÎÑÒÍÎÉ
ÌÎÄÅËÈ ÃÅÒÅÐÎÃÅÍÍÎÉ ÑÐÅÄÛ

Â.Ñ. Ñóðîâ, È.Â. Áåðåçàíñêèé

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ìîäåëü, â êîòîðîé ââåäåíî â

ðàññìîòðåíèå òàêîå ñîñòîÿíèå ñðåäû êàê ñìåñü â öåëîì, õàðàêòåðèçóåìàÿ îñðåäíåí-

íûìè çíà÷åíèÿìè âåëè÷èí, óðàâíåíèÿ äëÿ êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñ ãàçîäèíàìè÷åñêèìè.

Ê ýòèì ñîîòíîøåíèÿì äîáàâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ, âûðàæàþùèå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ, íî

òîëüêî äëÿ òåõ êîìïîíåíòîâ ñìåñè, â êîòîðûõ ëîêàëüíûå ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèÿ âîçìó-

ùåíèé íå ïðåâûøàþò ñêîðîñòü äâèæåíèÿ âîëíû â ñìåñè â öåëîì. Ïðè ýòîì ñ÷èòàëîñü,

÷òî îñòàëüíûå âîëíû ïîãëîùàþòñÿ ñðåäîé, ôîðìèðóÿ âîëíó â ñìåñè. Ïîñêîëüêó ñèñòå-

ìà óðàâíåíèé ìîäåëè íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ äèâåðãåíòíîé, ïðèìåíåíèå îðèãèíàëüíîãî

ìåòîäà Ñ.Ê. Ãîäóíîâà äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé ìíîãîñêîðîñòíîé ãåòåðîãåííîé

ñðåäû íåâîçìîæíî. Â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå îïèñàí ìîäèôèöèðîâàííûé ÌÃ, ïðåä-

íàçíà÷åííûé äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ íåäèâåðãåíòíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, îïèñûâàþùåé

òå÷åíèå ìíîãîñêîðîñòíîé ãåòåðîãåííîé ñìåñè. Ïðè ðàñ÷åòå çàäà÷ Ðèìàíà èñïîëüçîâàí

ëèíåàðèçîâàííûé ðèìàíîâñêèé ðåøàòåëü.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîãîñêîðîñòíàÿ ìíîãîêîìïîíåíòíàÿ ãåòåðîãåííàÿ ñðåäà; ãè-

ïåðáîëè÷åñêèå ñèñòåìû íåäèâåðãåíòíîãî âèäà; ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä Ãîäóíîâà;

ëèíåàðèçîâàííûé ðèìàíîâñêèé ðåøàòåëü, ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå.

Ââåäåíèå

Ðàííèå ìîäåëè ãåòåðîãåííûõ ñðåä íå ÿâëÿëèñü ãèïåðáîëè÷åñêèìè, ÷òî ïðèâîäèëî ïðè èõ
èñïîëüçîâàíèè ê ïîÿâëåíèþ ðàçëè÷íîãî ðîäà íåôèçè÷íûõ ýôôåêòîâ, ñâÿçàííûõ, íàïðèìåð,
ñ íàëè÷èåì âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ñ áåñêîíå÷íî áîëüøèìè ñêîðîñòÿìè. Êðîìå òîãî, äëÿ
ýòèõ ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ òå÷åíèå ãåòåðîãåííûõ ñðåä, çàäà÷à Êîøè íå âñåãäà îêàçûâà-
ëàñü êîððåêòíîé, ÷òî çàòðóäíÿëî ïðèìåíåíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ [1]. Ïîýòîìó äàëüíåéøåå
ðàçâèòèå ïîëó÷èëè ãèïåðáîëè÷åñêèå ìîäåëè ãåòåðîãåííûõ ñðåä. Îáçîð íàèáîëåå ÷àñòî èñ-
ïîëüçóåìûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ìîäåëåé èìååòñÿ â [2].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ìîäåëü èç ðàáîòû [3], â êîòîðîé ââå-
äåíî â ðàññìîòðåíèå òàêîå ñîñòîÿíèå ñðåäû êàê ñìåñü â öåëîì, õàðàêòåðèçóåìàÿ îñðåäíåí-
íûìè çíà÷åíèÿìè âåëè÷èí, óðàâíåíèÿ äëÿ êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñ ãàçîäèíàìè÷åñêèìè. Ê ýòèì
ñîîòíîøåíèÿì äîáàâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ, âûðàæàþùèå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ, íî òîëüêî äëÿ òåõ
êîìïîíåíòîâ ñìåñè, â êîòîðûõ ëîêàëüíûå ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèÿ âîçìóùåíèé íå ïðåâûøà-
þò ñêîðîñòü äâèæåíèÿ âîëíû â ñìåñè â öåëîì. Ïðè ýòîì ñ÷èòàëîñü, ÷òî îñòàëüíûå âîëíû
ïîãëîùàþòñÿ ñðåäîé, ôîðìèðóÿ âîëíó â ñìåñè. Äàâëåíèå ïîëàãàëîñü îáùèì äëÿ âñåõ ôðàê-
öèé ñìåñè. Äëÿ ãàçîæèäêîñòíûõ ñìåñåé ìîäåëü ñ ãàçîäèíàìè÷åñêèì ÿäðîì èç [3] îïèñûâàåò
≪ïóçûðüêîâîå≫ òå÷åíèå, è îíî ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò íàáëþäàåìîìó â ýêñïåðèìåíòàõ
(ñì. [2]).

Ìåòîä Ñ.Ê. Ãîäóíîâà (ÌÃ) [4], øèðîêî èñïîëüçóåìûé äëÿ ðåøåíèÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ
çàäà÷, ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì óðàâíåíèé,
çàïèñàííûõ â äèâåðãåíòíîé ôîðìå. Ïðèìåíåíèå îðèãèíàëüíîãî ÌÃ äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ
óðàâíåíèé ìíîãîñêîðîñòíîé ãåòåðîãåííîé ñðåäû íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó ñèñòåìà îïðåäåëÿ-
þùèõ óðàâíåíèé ìîäåëè [3] íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ äèâåðãåíòíîé. Â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå
îïèñàí ìîäèôèöèðîâàííûé ÌÃ, ïîçâîëÿþùèé ÷èñëåííî ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé ìîäåëè
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гетерогенной среды с газодинамическим ядром из [3] недивергентного вида. Отметим, что
ранее МГ успешно использовался для расчета течений, описываемых различными моделями
гетерогенных сред в рамках односкоростного приближения. В частности, в работе [5] МГ
с точным римановским решателем из [6] использовался при исследовании ударно-волновых
процессов во вспененных жидкостях в рамках условно гиперболической модели. В работе [7]
описан модифицированный МГ, предназначенный для интегрирования уравнений гипербо-
лической модели односкоростной гетерогенной среды из [8]. Для этой модели среды точный
решатель Римана, используемый в алгоритме метода, представлен в работе [9], а прибли-
женный – в [10].

Поведение сжимаемых фракций для определенности будем описывать с помощью дву-
членного уравнения состояния

εi =
p − c2

∗i

(

ρ0
i − ρ∗i

)

ρ0
i (γi − 1)

=
bi + pBi

ρ0
i

− di, (1)

где ε – удельная внутренняя энергия, ρ0
i – истинная плотность i -й фракции, Bi = 1/(γi − 1),

di = c2
∗iBi, bi = diρ∗i (γi, ρ∗i, c∗i – константы, индивидуализирующие i -ю фракцию). В

частности, для воды – γ =5.59, c∗ =1500 м/с, ρ∗ =1000 кг/м3.
При рассмотрении алгоритма МГ ограничимся одномерным приближением. Использу-

емый подход непосредственно обобщается на многомерный случай.

1. Модель гетерогенной среды

Система уравнений n-компонентной смеси с первыми m сжимаемыми фракциями, опи-
сывающая одномерное течение многоскоростной гетерогенной среды из [3], включает в себя
уравнения законов сохранения массы, импульса и энергии для смеси в целом

∂ρ

∂t
+

∂ρu

∂x
= 0,

∂ρu

∂t
+

∂
(

p + ρu2
)

∂x
= 0,

∂p

∂t
+ u

∂p

∂x
− c2

(

∂ρ

∂t
+ u

∂ρ

∂x

)

= 0, (2)

где c – скорость перемещения волны в смеси в целом, e = ε+ 1

2
u2 – удельная полная энергия

смеси, p – давление, u – скорость смеси, ρ – плотность смеси.
Для сжимаемых фракций имеем 3(m – 1) законов сохранения:

∂αiρ
0
i

∂t
+

∂αiρ
0
i ui

∂x
= 0,

∂αiρ
0
i ui

∂t
+

∂αi

(

p + ρ0
i u

2
i

)

∂x
= ηi (u − ui) ,

∂αiρ
0
i ei

∂t
+

∂αiρ
0
i eiui

∂x
+

∂αipui

∂x
= ηiui (u − ui) , i = 1, . . . , m − 1,

(3)

где αi – объемная доля i -й фракции.
Для несжимаемых компонентов справедливы 2(n – m) выражений

∂αj

∂t
+

∂αjuj

∂x
= 0,

∂αjuj

∂t
+

∂αj

(

u2
j + pρ0

j

)

∂x
=

ηj (u − uj)

ρ0
j

, j = m + 1, . . . , n, (4)

представляющие собой законы сохранения массы и импульса.
При записи уравнений (3) для определенности полагалось, что скорость возмущений в

m-й фракции превосходит с, поэтому законы сохранения для этой составляющей опущены.
При расчете сил сопротивления предполагалось, что они пропорциональны разнице скоро-
стей смеси в целом и отдельного компонента. При вычислении скорости волны в смеси в
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целом использовалась формула обобщенно-равновесной модели, которая в случае примене-
ния двучленного уравнения состояния (1) принимает вид

c =

√

√

√

√ρ−1

[

Bm +
m−1
∑

i=1

αi (bmBi − biBm)

bi + pBi

]−1{

bm + p

[

1 + Bm −
m−1
∑

i=1

αi (bim + pBim)

bi + pBi

]}

, (5)

где bim = bi − bm, Bim = Bi − Bm. Скорость c из выражения (5) близка к рассчитанной по
аппроксимирующей экспериментальные данные формуле Вуда (6) [11].

1

ρc2
=

n
∑

k−1

αk

ρ0
kc

2
k

. (6)

Перепишем систему уравнений (2) – (4) в квазилинейной форме как

∂ρ

∂t
+ u

∂ρ

∂x
+ ρ

∂u

∂x
= 0,

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+

1

ρ

∂p

∂x
= 0,

∂p

∂t
+ u

∂p

∂x
+ ρc2 ∂u

∂x
= 0;

∂ρ0
i

∂t
+ ui

∂ρ0
i

∂x
− Hi

∂u

∂x
− Ki

∂p

∂x
− Li

∂ui

∂x
= 0,

∂ui

∂t
+ ui

∂ui

∂x
+

1

ρ0
i

∂p

∂x
+ Gi

∂αi

∂x
=

ηi

αiρ0
i

(u − ui) ,

∂αi

∂t
+ ui

∂αi

∂x
+

αiHi

ρ0
i

∂u

∂x
+

αiKi

ρ0
i

∂p

∂x
+ αi

(

1 +
Li

ρ0
i

)

∂ui

∂x
= 0, i = 1, . . . , m − 1;

∂uj

∂t
+ uj

∂uj

∂x
+

1

ρ0
j

∂p

∂x
+ Gj

∂αj

∂x
=

ηj

αjρ0
j

(u − uj) ,

∂αj

∂t
+ uj

∂αj

∂x
+ αj

∂uj

∂x
= 0, j = m + 1, . . . , n,

(7)

где

Hi =
ρc2ρ0

i Ei

αiGi + ρ0
i Fi

, Ki =
(u − ui) ρ0

i Ei

αiGi + ρ0
i Fi

, Li = −
αiρ

0
i Gi

αiGi + ρ0
i Fi

, Ei =
∂εi

∂p
=

Bi

ρ0
i

,

Fi =
∂εi

∂ρ0
i

−
p

(

ρ0
i

)2
= −

bi + p (1 + Bi)
(

ρ0
i

)2
, Gi =

p

αiρ0
i

.

Систему (7) можно представить в векторном виде как

∂U

∂t
+ Y

∂U

∂x
= S, (8)

где

U =
(

ρ, u, p,
[

ρ0
i , ui, αi

]m−1

i=1
, [uj , αj ]

n
j=m+1

)′

,

S =



0, 0, 0,

[

0,
ηi (u − ui)

αiρ0
i

, 0

]m−1

i=1

,

[

ηj (u − uj)

αjρ0
j

, 0

]n

j=m+1





′

,
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а матрица Y примет вид

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

u ρ 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 u
1

ρ
0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 ρc2 u 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 −H1 −K1 u1 −L1 0 . . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0
1

ρ0
1

0 u1 G1 . . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0
α1H1

ρ0
1

α1K1

ρ0
1

0
c2
1

G1

u1 . . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 −Hm−1 −Km−1 0 0 0 . . . um−1 −Lm−1 0 0 0 . . . 0 0

0 0
1

ρ0
m−1

0 0 0 . . . 0 um−1 Gm−1 0 0 . . . 0 0

0
αm−1Hm−1

ρ0
m−1

αm−1Km−1

ρ0
m−1

0 0 0 . . . 0
c2
m−1

Gm−1

um−1 0 0 . . . 0 0

0 0
1

ρ0
m+1

0 0 0 . . . 0 0 0 um+1 Gm+1 . . . 0 0

0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 αm+1 um+1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0
1

ρ0
n

0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 . . . un Gn

0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 . . . αn un

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

.

Штрихом отмечен оператор транспонирования.
Матрица Y имеет только действительные собственные значения, которые равны

u ± c, u, u1 ± c1, u1, . . . , um−1 ± cm−1, um−1, um+1 ± cm+1, . . . , un ± cn,

где

ci =

√

pFi

αiGi + ρ0
i Fi

, i = 1, . . . , m − 1; cj =

√

p

ρ0
j

, j = m + 1, . . . , n.

Кроме того, собственные векторы, соответствующие собственным значениям, линейно неза-
висимы, поэтому система уравнений модели относится к гиперболическому типу.

2. Метод Годунова для недивергентных систем

Систему (2) – (4) перепишем в векторной квазидивергентной форме

∂W

∂t
+

∂F

∂x
+
(

ρc2 − p
) ∂G

∂x
= S, (9)

где

W =
(

ρ, ρu, p,
[

αiρ
0
i , αiρ

0
i ui, αiρ

0
i ei

]m−1

i=1
, [αj , αjuj ]

n
j=m+1

)′

,

F =
(

ρu, p + ρu2, pu,
[

αiρ
0
i ui, αi

(

p + ρ0
i u

2
i

)

, ui (αip + ρiei)
]m−1

i=1
,
[

αjuj , αj

(

u2
j + pρ0

j

)]n

j=m+1

)′

,

G =(0, 0, u, 0, . . . , 0)
′

,

S =



0, 0, 0, [0, ηi (u − ui) , ηiui (u − ui)]
m−1

i=1
,

[

0,
ηj (u − uj)

ρ0
j

]n

j=m+1





′

.

Переходя от дифференциальных соотношений в (9) к конечно-разностным, получим сле-
дующее явное выражение, связывающее искомые параметры на новом временном слое t+∆t
(с индексами вверху) с соответствующими значениями на предыдущем слое t (с индексами
внизу):

W
k − Wk

∆t
+

Fk+1/2 − Fk−1/2

∆x
+
(

ρc2 − p
)

k

Gk+1/2 − Gk−1/2

∆x
= Sk, (10)
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где Fk±1/2=

(

RU, P + RU2, PU,

[

AiR
0
i Ui, Ai

(

P + R0
i U

2
i

)

, AiUi

(

P + R0
i Ei

)]m−1

i=1
,

[

AjUj , Aj

(

U2
j +

P

R0
j

)]n

j=m+1





′

k±1/2

,

Gk±1/2= (0, 0, U, 0, . . . , 0)
′

k±1/2
.

Используемые в (10) обозначения соответствуют принятым в [4]: узлы конечноразност-
ной сетки имеют целые индексы, а грани ячеек – полуцелые. ≪Большие≫ величины, которые
входят в выражения (10) (P – давление; U , Ui, Uj – скорости, R – плотность смеси; R0

i и Ei

–плотность и удельная полная энергия i -й составляющей смеси; Ai, Aj – объемные доли),
относящиеся к граням смежных ячеек, определяются из решения соответствующих задач
Римана, алгоритм для расчета которых приведен ниже.

Другой способ интегрирования недивергентной системы (2) – (4) связан, как и в преды-
дущем случае, с выделением уравнений, приводящихся к дивергентному виду, для которых
выписываются явные выражения, связывающие искомые параметры на новом временном
слое t + ∆t (с индексами вверху) с соответствующими значениями на предыдущем слое t (с
индексами внизу):

ρk = ρk +
[

(RU )k−1/2 − (RU )k+1/2

] ∆t

∆x
,

(ρu)k = (ρu)k +
[

(

P + RU2
)

k−1/2
−
(

P + RU2
)

k+1/2

] ∆t

∆x
,

(

αiρ
0
i

)k
=
(

αiρ
0
i

)

k
+
[

(

AiR
0
i U
)

k−1/2
−
(

AiR
0
i U
)

k+1/2

] ∆t

∆x
;

(

αiρ
0
i ui

)k
=
(

αiρ
0
i ui

)

k
+
{

(

AiP + AiR
0
i U

2
i

)

k−1/2
−
(

AiP + AiR
0
i U

2
i

)

k+1/2

} ∆t

∆x
+

+ [ηi (u − ui)]k ∆t,

(

αiρ
0
i ei

)k
=
(

αiρ
0
i ei

)

k
+
{

[(

R0
i Ei + Pi

)

AiUi

]

k−1/2
−
[(

R0
i Ei + Pi

)

AiUi

]

k+1/2

} ∆t

∆x
+

+ [ηiui (u − ui)]k ∆t, i = 1, . . . , m − 1;

(αj)
k = (αj)k +

[

(AjUj)k−1/2
− (AjUj)k+1/2

] ∆t

∆x
,

(αjuj)
k = (αjuj)k +







[

Aj

(

U
2
j +

P

ρ0
j

)]

k−1/2

−

[

Aj

(

U
2
j +

P

ρ0
j

)]

k+1/2







∆t

∆x
+

+

[

ηj (u − uj)

ρ0
j

]

k

∆t, j = m + 1, . . . , n.

(11)

Используемые в (11) обозначения соответствуют принятым в [4].
Для вычисления оставшейся неизвестной переменной p на новом временном слое запи-

шем в конечно-разностном виде третье уравнение (2), используя противопоточную схему,
как

pk − pk

∆t
+u−

k

pk+1 − pk

∆x
+u+

k

pk − pk−1

∆x
−c2

k

(

ρk − ρk

∆t
+ u−

k

ρk+1 − ρk

∆x
+ u+

k

ρk − ρk−1

∆x

)

= 0, (12)

2014, том 7, № 2 91



В.С. Суров, И.В. Березанский

где

u+

k =
1

2
(uk + |uk|) , u−

k =
1

2
(uk − |uk|) .

Из уравнения (12) вычисляется давление pk, что завершает вычислительный цикл. Отметим,
что ранее подобный подход показал свою эффективность в расчетах течений односкоростной
гетерогенной среды (см. [7]).

3. Линеаризованный римановский решатель

Задача Римана для гетерогенной среды формулируется следующим образом. Пусть име-
ются две однородные многокомпонентные массы среды, состоящие из nL и nR составляющих
каждая, расположенные в начальный момент t = 0 соответственно ≪слева≫ от плоскости
x = 0 и ≪справа≫ от нее. Необходимо рассчитать течение, возникающее при t > 0. ≪Точ-
ный≫ решатель задачи Римана для модели из [3] приведен в [12], применение которого тре-
бует значительных временных затрат. Существует ряд ≪быстрых≫ способов приближенного
решения задачи Римана для сред, описываемых системами гиперболических уравнений. Это
решатели Роя, Хартена – Лакса – ван Лира (HLL, HLLC), Лакса – Фридрихса, Русанова и
др. [13, 14], предназначенные в основном для дивергентных систем. В этом разделе описан
алгоритм линеаризованного римановского решателя (LRR) [15] для модели среды с газоди-
намическим ядром.

При описании римановского решателя для определенности ограничимся газожидкост-
ной смесью, состоящей из двух сжимаемых сред – газа, параметры которого отмечены ин-
дексом g, и жидкости (с индексом l). В этом случае система дифференциальных уравнений
(2) – (4) принимает вид

∂ρ

∂t
+ u

∂ρ

∂x
+ ρ

∂u

∂x
= 0,

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+

1

ρ

∂p

∂x
= 0,

∂p

∂t
+ u

∂p

∂x
− c2

(

∂ρ

∂t
+ u

∂ρ

∂x

)

= 0,

∂ρ0
l

∂t
+ ul

∂ρ0
l

∂x
− Hl

∂u

∂x
− Kl

∂p

∂x
− Ll

∂ul

∂x
= 0,

∂ul

∂t
+ ul

∂ul

∂x
+

1

ρ0
l

∂p

∂x
+ Gl

∂αl

∂x
=

ηl

αlρ
0
l

(u − ul) ≡ S,

∂αl

∂t
+ ul

∂αl

∂x
+

αlHl

ρ0
l

∂u

∂x
+

αlKl

ρ0
l

∂p

∂x
+ αl

(

1 +
Ll

ρ0
l

)

∂ul

∂x
= 0,

(13)

где

Hl =
ρc2ρ0

l El

αlGl + ρ0
l Fl

, Kl =
(u − ul) ρ0

l El

αlGl + ρ0
l Fl

, Ll = −
αlρ

0
l Gl

αlGl + ρ0
l Fl

,

El =
Bl

ρ0
l

, Fl = −
bl + p (1 + Bl)

(

ρ0
l

)2
, Gl =

p

αlρ
0
l

, cl =

√

pFl

αlGl + ρ0
l Fl

,

Gg =
p

αgρ0
g

, Fg = −
bg + p (1 + Bg)

(

ρ0
g

)2
, cg =

√

pFg

αgGg + ρ0
gFg

,

c =

√

ρ−1

[

Bg +
αl(bgBl − blBg)

bl + pBl

]−1{

bg + p

[

1 + Bg −
αl(blg + pBlg)

bl + pBl

]}

,

blg = bl − bg, Blg = Bl − Bg.

Поскольку скорость перемещения возмущений cg превосходит скорость движения волны в
смеси в целом, поэтому уравнения для газовой фракции не включены в общую систему
уравнений.

Формула линеаризованного римановского решателя, с использованием которого вычис-
ляются параметры смеси на контактной границе (UC) по известным значениям параметров
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среды слева (UL) и справа (UR) от нее, имеет вид (см. [15]):

UC = U −
1

2

6
∑

k=1

aksign (λk)Rk. (14)

В (14) введены обозначения

UC =

















ρ
u
p
ρl

ul

αl

















C

, U =
1

2
(UL + UR) , UL =

















ρ
u
p
ρl

ul

αl

















L

, UR =

















ρ
u
p
ρl

ul

αl

















R

.

Правые собственные векторы Rk системы (13), соответствующие корням характеристи-
ческого уравнения λ1= u, λ2= u l, λ3= u l − cl, λ4= u l + cl, λ5= u − c, λ6= u+c, имеют вид

R1=

















1
0
0
0
0
0

















, R2=

















0
0
0
1
0
0

















, R3=























0
0
0
Ll

cl
1

−
cl

Gl























,

R4=























0
0
0
1

−
cl

Ll

−
c2
l

LlGl























, R5=



















−
ρ

c
1

−ρc
Q1

Q2

Q3



















, R6=

















ρ
c
1
ρc
Q4

Q5

Q6

















,

где

Q1 = −
ρl (Hl − ρcKl)

[

(u − c − ul)
2 − c2

l

]

+ Ll [αlGlHl + ρc (ul − u + c − αlGlKl)]

ρ0
l (u − c − ul)

[

(u − c)2 + u2
l − c2

l − 2ul(u − c)
] ,

Q2 =
αlGlHl + ρc (ul − u + c − αlGlKl)

ρ0
l

[

(u − c)2 + u2
l − c2

l − 2ul(u − c)
] , Q3 =

αlGl (u − ul − c) (Hl − ρcKl) − ρcc2l
ρ0

l Gl

[

(u − c)2 + u2
l − c2

l − 2ul(u − c)
] ,

Q4 = −
ρl (Hl + ρcKl)

[

(u + c − ul)
2 − c2

l

]

+ Ll [αlGlHl + ρc (u + c − ul − αlGlKl)]

ρ0
l (u + c − ul)

[

(u + c)2 + u2
l − c2

l − 2ul(u + c)
] ,

Q5 =
αlGlHl + ρc (u − ul + c + αlGlKl)

ρ0
l

[

(u + c)2 + u2
l − c2

l − 2ul(u + c)
] , Q6 =

αlGl (u − ul + c) (Hl + ρcKl) + ρcc2l
ρ0

l Gl

[

(u + c)2 + u2
l − c2

l − 2ul(u + c)
] .
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Значения констант a1, ... , a6, которые входят в (14), определяются из выражений

a1=∆ρ −
1

c2
∆p,

a2=∆ρ0
l +

LlGl

c2
l

∆αl −
∆p

2ρc

[

Q4 − Q1 +
LlGl

c2
l

(Q6 − Q3)

]

−
∆u

2

[

Q4 + Q1 +
LlGl

c2
l

(Q6 + Q3)

]

,

a3 =
1

2

(

∆ul −
Gl

cl
∆αl

)

+
∆p

4ρc

[

Q2 − Q5 +
Gl

cl
(Q6 − Q3)

]

−
∆u

4

[

Q2 + Q5 −
Gl

cl
(Q6 + Q3)

]

,

a4 =
Ll

2cl

{

−∆ul −
Gl

cl
∆αl +

∆p

2ρc

[

Q5 − Q2 +
Gl

cl
(Q6 − Q3)

]

+
∆u

2

[

Q2 + Q5+
Gl

cl
(Q6+Q3)

]}

,

a5=
1

2

(

∆u −
1

ρc
∆p

)

, a6=
1

2

(

∆u +
1

ρc
∆p

)

,

где
∆ρ= ρR − ρL, ∆u=uR − uL, ∆p=pR − pL, ∆ul = (ul)R − (ul)L ,

∆ρ0
l =
(

ρ0
l

)

R
−
(

ρ0
l

)

L
, ∆αl= (αl)R − (αl)L .

≪Большие≫ величины, входящие в расчетные формулы (10) – (11), вычисляются из соотно-
шений:

(R, U, P, Ul, Rl, Al)k+1/2
=











(

ρ, u, p, ul, ρ
0
l , αl

)

k
, (u − c)C > 0;

(

ρ, u, p, ul, ρ
0
l , αl

)

k+1
, (u + c)C < 0;

(

ρ, u, p, ul, ρ
0
l , αl

)

C
, (u − c)C ≤ 0, (u + c)C ≥ 0.

4. Результаты численного моделирования

В качестве примера применения описанных выше алгоритмов МГ рассчитана задача
об отражении ударной волны в газожидкостной смеси от абсолютно жесткой неподвижной
стенки. Константы уравнения состояния уравнения (1) для жидкой фракции следующие:
ρ∗l = 200 кг/м3, γ∗l = 5,59, c∗l =1500 м/с. Соответствующие константы уравнения (1) для
газа: ρ∗g = 1,19 кг/м3, γ∗g = 1,14, c∗g =0. Коэффициент ηl принимался равным нулю.
Параметры смеси до распада следующие: слева от диафрагмы (x < 0) – p0L =0,15 МПа,
u0L = ul0L =0, αl0L =0,05, ρ0

l0L = ρ∗l, ρ0
g0L = ρ∗g; справа от нее (x > 0) – p0R =0,1 МПа, u0R =

ul0R =0, αl0R =0,05, ρ0
l0R = ρ∗l, ρ0

g0R = ρ∗g. В момент времени t = 0 диафрагма мгновенно
удаляется, при этом реализуется режим течения с волной разрежения, перемещающейся
влево и ударным скачком, движущимся вправо.

На рисунке представлены результаты расчетов, полученные к моментам времени t =
0,03, 0,06 и 0,09 с. Данные этого рисунка иллюстрируют возникновение ≪вторичных≫ волн
при распаде начального разрыва (сплошные кривые), формирование отраженной ≪вторич-
ной≫ волны, возникшей вследствие отражения УВ от преграды (пунктирные кривые), про-
цесс взаимодействия движущейся к преграде и отраженной ≪вторичных≫ волн (кружочки).
Отметим, что описанная картина образования и взаимодействия ≪вторичных≫ волн проис-
ходит на фоне неизменного уровня давления. Под ≪вторичными≫ волнами подразумеваются
волны, характеризуемые измененными значениями объемных долей отдельных компонентов
в смеси и их локальных скоростей при неизменном профиле давления.

Заключение

Описан модифицированный метод С.К. Годунова, предназначенный для интегрирования
уравнений многоскоростной многокомпонентной смеси недивергентного вида. При расчете
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Зависимости ρ(x), u(x), p(x)/pR0, ρ0
l (x), ul(x), αl(x) к моментам времени t = 0,03

(сплошные), 0,06 (пунктирные), 0,09 с (кружочки), полученные с использованием
формул (10)

задач распада произвольного разрыва использован линеаризованный римановский реша-
тель. Рассмотренный метод расчета непосредственно распространяется на задачи с несколь-
кими пространственными переменными. Расчеты рассмотренной задачи, выполненные по
формулам (11) – (12) с точностью до графического представления совпадают с данными,
полученными с использованием выражений (10) представленными на рисунке.
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This article uses a model of heterogeneous media accounting for an additional state of

the medium as a mixture characterized by averaged quantities. The equations describing this

state coincide with the equations of gas dynamics. Additional equations express conservation

laws, but only for the components with the local speed of sound lower than in the mixture;

we assume that other waves are absorbed by the media and form waves in the mixture. Since

the equations are not in divergence form, the original Godunov’s method is inapplicable. We

suggest a modified Godunov’s method to integrate the nondivergent system of equations

for a multivelocity heterogeneous mixture. We use a linearized Riemann solver for Riemann

problems.

Keywords: multivelocity multicomponent medium; hyperbolic systems of PDEs not in

divergence form; modification of Godunov’s approach; linearized Riemann solver; numerical

modelling.
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